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Uvod

Jedan od najstarijih delova matematike je algebra. Prvi opisi ra¢unskih operacija sa
razlomcima, kao i opisi reSavanja nekih jednostavnih algebarskih jednacina pojavlju-
Jju se ve¢ 2000 godina pre nove ere. Na primer, u Egiptu u vreme Srednjeg carstva
u Londonskom papirusu (poznatom i kao Ahmesova racunica), ili na Vavilonskim
plo¢icama u priblizno isto vreme. U 19. veku, postavljanjem temelja klasi¢nih alge-
barskih disciplina: teorije grupa, teorije polja i teorije prstena, kao i nastankom teo-
rije skupova, stvorene su osnove i preduslovi za razvoj savremene algebre. Mozemo
re¢i da savremena algebra, kao aksiomatski zasnovana nauka dozivljava potpuni
razvoj u ovom veku. Tada se utvrduje shvatanje da su osnovni objekti izuéavanja
u algebri algebarske operacije nad elementima proizvoljne prirode. Precizira se
jezik, kao na primer znacenje re¢i “proizvoljne prirode” stavljanjem algebre u okvir
kantorovske teorije skupova. Razvijaju se veze 1 ostvaruje utica] algebre na druge
matematicke discipline, na primer na geometriju, analizu i topologiju. Pojavom dig-
italnih racunara dolazi do izrazaja i racunski aspekt algebre, kako na numerickom
tako 1 na simbolickom planu. Zato algebra danas drugacije izgleda nego pocetkom
veka, pa 1 u odnosu na sredinu ovog veka.

Pored ve¢ pomenutih klasi¢nih algebarskih disciplina nastaju nove oblasti. Spomeni-Ji
mo neke od njih: teorija mreza i Bulovih algebri sa primenama od analize i konstruk-
cije elemenata digitalnih racunara pa do raspravljanja najdubljih pitanja iz zasni-
vanja matematike. Metode homoloske algebre dale su mnoge rezultate u topologiji
i algebarskoj geometriji, dok se zahvaljujuéi teoriji diferencijalnih prstena i po-
lja raspravljaju pitanja iz teorije diferencijalnih jednacina. Generalizacijom teorije
grupa nastaje teorija semigrupa i teorija kvazigrupa sa primenama, na primer, u
kombinatorici i kona¢nim geometrijama. Teorija kategorija ili "racun strelica” daje
nov, u osnovi algebarski formalizam za izu¢avanje mnogih matematickih disciplina,
od algebre i topologije, pa sve do matematicke logike i racunarstva. Najzad, nastaju
teorija univerzalnih algebri i opstija teorija modela (algebre sa relacijama), blisko
povezane sa matematickom logikom. S druge strane, u klasi¢nim oblastima algebre
pojavljuju se duboki rezultati. Na primer u teoriji grupa uvrduje se potpuna klasi-
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fikacija konac¢nih grupa, dok u kristalografiji i teorijskoj fizici ova teorija nailazi na
fundamentalne primene.

Ova knjiga predstavlja prvi deo udzbenika iz algebre sa ciljem da se prikazu os-
novne oblasti i relevantne teorije savremene algebre. U ovoj prvoj knjizi izlazu se
osnovni algebarski pojmovi. Stavlja se poseban naglasak na zasnivanje algebarskih
pojmova, tako da izlaganje o algebarskim strukturama pocinje od univerzalnih al-
gebarskih struktura sa njihovim generalnim svojstvima, a zatim dalje izlaganje tece
razmatranjem konkretnih algebarskih struktura. Strogo i konzistentno se uvode
osnove algebre, bazirane na pojmu algebarskog jezika, terma i interpretacije. I-
zlazu se elementi teorije algebri sa relacijama u okvirima predikatskog ra¢una prvog
reda. Poseban naglasak stavljen je na zasnivanje brojevnih struktura, od prirod-
nih brojeva pa do polja kompleksnih brojeva, imajuéi u vidu da su brojevi glavni
izvor nastanka specijalnih algebarskih teorija. Istovremeno se detaljno izlaze in-
duktivni metod i daju osnove kona¢ne kombinatorike, vaznih aspekata u izuc¢avanju
konac¢nih algebarskih struktura. Verujem da ovaj deo moze biti od koristi studen-
tima i u drugim kursevima, na primer u zasnivanju matematicke analize, zatim u
racunarstvu i diskretnoj matematici. U knjizi ima veéi broj primera i (resenih)
zadataka koji treba da pomognu studentu da lakse usvoji izlozeno gradivo, ali i da
se znatizeljnom ¢itaocu daju dopune van glavnog toka izlaganja.

Prvi deo udzbenika namenjen je studentima druge godine za predmet algebra,
prvi semester. Dakle, pretpostavlja se da je ¢italac veé¢ upoznat sa elementima
linearne algebre, da je imao prvi kurs analize, pa i da zna neke od elementarnih
pojmova iz algebre, na primer da poznaje pojam grupe, prstena i polja. Istina,
svi ti pojmovi ovde se ponovo razmatraju, ali, kao $to je veé receno, sa apstrak-
tnijeg nivoa, odnosno sa stanovista univerzalnih algebarskih struktura. Na ova]
nac¢in omoguéava se da se kompaktno prikazu pojedine oblasti algebre i izbegne u
osnovi nepotrebno ponavljanje definicija kljuénih pojmova kod konkretnih algebar-
skih struktura. I sto je vaznije, student moze da stekne uvid u sustinske algebarske
pojmove i konstrukcije, zajednicke svim algebarskim strukturama (kao, na primer,
pojmovi i konstrukcije: term, algebarski zakon, algebarski varijetet, homomorfizam,
proizvod algebri, kongruencija i koliénicka algebra). Evo nekoliko rec¢i o drugoj knjizi
udzbenika. Ta knjiga odnosi se na klasicne algebarske teorije: teoriju grupa, teoriju
prstena i modula, i teoriju polja.

Knjiga je nastala iz nekoliko kurseva algebri koje sam predavao od 1978. go-
dine na matematickim grupama prirodnomatematickih fakulteta u Beogradu, Nisu
i Kragujevcu. Neke delove rukopisa poceo sam da pisem 1987. godine, a sadasnju
formu knjiga je dobila 1992. godine. Izbor zadataka, osim Sto sluzi osnovnom
cilju, da student uvezba gradivo iz knjige, delom reflektuje ukus pisca ove knjige.
Tezi zadaci, kao 1 oni u kojima se pretpostavlja detaljnije znanje iz drugih oblasti,
oznaceni su zvezdicom. Resenja zadataka napisao sam zajedno sa kolegom Ilijas
Farahom.

Posto je ova knjiga prevashodno udzbenik, nije uvek navedena referenca na liter-

aturu za svaku pomenutu teoremu. Citirana dela uglavnom predstavljaju dopunsku
literaturu, ili knjige koje se predlazu studentu za dalje ¢itanje. Pretpostavlja se da je
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¢italac upoznat sa osnovama elementarne teorije skupova. Pored znanja o skupovn-
im operacijama, podrazumeva se poznavanje definicije kardinalnog broja, uredenog
skupa, Aksime izbora i njene varijante, Kuratowski-Zornove leme. Osim izuzeta-
ka, u ovoj knjizi biée malo reci iz teorije skupova, ali se student moze detaljnije
upoznati sa ovom teorijom iz literature na srpskom jeziku, na primer, iz knjige A.
Krona, Flementarna teorija skupova.

Sto se tice notacije u ovoj knjizi, f : A — B oznacava &injenicu da je f presli-
kavanje iz skupa A u skup B. Isto znacenje imaju oznake f = {f(z) |z € A), i
fraxe f(z), € A. U ovom slucaju f(x) moze biti zamenjeno nekim konkretnim
izrazom. Restrikcija funkcije f na skup X oznacena je simbolom f [ X, ili f|X,
dok je f(X) = {f(x)|» € X}. Kardinalni broj skupa X oznacen je sa | X|, dok za
partitivni skup (skup svih podskupova) skupa X koristimo simbol P(X) ili P(X).

Metateorija na kojoj je zasnovano izlaganje u ovoj knjizi je ZFC teorija sku-
pova (Zermelo-Fraenkel teorija skupova sa Aksiomom izbora), ali neemo u svim
prilikama eksplicitno pominjati korséenje, na primer, Askiome izbora ili njenih ek-
vivalenata. Ipak, svi izuzeci ili dodatne hipoteze biée naznacéene, kao Kontinuum
hipoteza ili slabije forme Aksiome izbora (Stav kompaktnosti, na primer).

Zelim da izrazim zahvalnost svojim kolegama koji su procitali rukopis knjige i
dali korisne primedbe i sugestije: prof. Branki Alimpié¢, dr Aleksandru Lipkovskom,
Dragani Todori¢, Ilijas Farahu i prof. Aleksandru Kronu.

Najzad, nekoliko rec¢i o skracdenicama. Rec¢ akko je skracenica za frazu “ako i
samo ako”. Kraj dokaza oznacavacemo pomocu simbola <.

U Beogradu, Zarko Mijajlovié
Februara 1993



1. Algebre

Pojam algebre ili algebarske strukture svakako se nalazi medu najvaznijim pojmovi-
ma predmeta algebra. S druge strane, u definiciji algebarske strukture ucestvuje
pojam algebarske operacije i stoga ¢emo ovaj pojam detaljnije razmotriti.

1.1 Algebarske operacije i strukture

Neka je A neprazan skup. Pod algebarskom operacijom duzine n skupa A, n je
pozitivan ceo broj, podrazumevamo svako preslikavanje f : A — A. Za takvo
preslikavanje f kazemo da je duzine n, odnosno da je f n—arna ili n-mesna operacija.
Ako je n = 1 onda kazemo da je f unarna operacija, a ukoliko je n = 2 onda f
nazivamo binarnom operacijom. Za n = 3 koristi se i termin ternarna operacija.

1.1.1 Primer Aritmeticke operacije sabiranja i mnoZenja prirodnih brojeva su
primeri binarnih operacija skupa prirodnih brojeva.

1.1.2 Primer Neka je AP skup svih preslikavanja skupa B u skup A, tj. A =
{f| f:B —= A}. Tada je A* skup svih preslikavanja skupa A u A. Slaganje (kompozicija)
funkcija o odreduje jednu binarnu operaciju skupa A™.

1.1.3 Primer Preslikavanje f : (z,y,2) = 2 4+ y* — 2%, &,y,2 € Z, jeste jedna
ternarna operacija skupa celih brojeva.

1.1.4 Primer Preslikavanje f : ¢ — 1/z, = € Q%, je primer unarne operacije
skupa pozitivnih racionalnih brojeva.

U sluéaju binarnih operacija vrlo ¢esto se koristi posebna notacija. Naime, ako
je f+ A2 > A binarna operacija, onda se umesto f(z,y) takode pise (zfy). Za
oznacavanje binarnih operacija izmedu ostalog se koriste simboli: *, o, +, —, /

1.1.5 Tvrdenje Ako je A konacan skup od m elemenata, onda na skupu A
postoji taéno m™" operacija duzine n.

Dokaz Skup svih operacija duzine n skupa A je skup A*", odakle
A% = A = o
1.1.6  Definicija Algebarska struktura ili algebra je svaka n-torka

A = (Aa f17f27“‘7fk7a17a27“‘7am)

gde je A je neprazan skup, m i k su prirodni brojeviin =m+k+ 1, fi,..., fx su
operacije skupa A iay,...,a,, € A.
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Pri ovakvoj definiciji algebre skup A se naziva domenom, dok se elementi a,, a., ... ,a,ll
nazivaju konstantama algebre A. Inace, nije obavezno da se u svakom primeru al-
gebre pojavljuju konstante, pa ni operacije; drugim re¢ima nizovi fi, fo, ..., fi 1
ay,0s, ... ,0,; mogu biti prazni.

1.1.7 Primer Uz uobi¢ajena znacenja brojevnih operacija + i - imamo ove primere
algebri:
N=(N,+,-,0,1), N ={0,1,2,...} je skup prirodnih brojeva.
Z=(Z+,01), Z =A..,—2,-1,0,1,2,...} je skup celih brojeva.
Q=(Q,+,-,0,1), @ je skup racionalnih brojeva.
R=(R,+,-0,1), R je skup realnih brojeva.
C=(C+,-0,1), C je skup kompleksnih brojeva.
1.1.8 Primer (AA,O,iA) je algebra funkcija, gde je o slaganje funkcija, a ia

identi¢no preslikavanje skupa A, tj. i4 : & — z, x € A. Dakle, ovde je (fog)(z) = f(g(z)).
Primetimo da je za A = 0, A* = {0}.

1.1.9 Primer Neka je P(X) skup svih podskupova skupa X, i neka su U,N, ¢
uobi¢ajene skupovne operacije unije, preseka i komplementiranja u odnosu na skup X.
Tada je P(X) = (P(X),U,N,*, 0, X) algebra.

1.1.10 Primer Neka je niz skupova V,, definisan na sledeéi nacin:
Vo=0, Viy1=P(WVo), néeN.

Dalje, neka je V = U, V,,. Tada vazi:
LVWwWCWCWVC..CV.

2. z,y € V = {z,y} € V, tj. operacija formiranja dvoc¢lanog skupa je jedna binarna
operacija skupa V.

3. Ako za definiciju uredenog para elemenata uzmemo skup {{z},{z,y}}, dakle (z,y) =
{{z}, {2, y}}, onda takode vazi x,y € V = (z,y) € V, tj. formiranje uredenog para je
jedna operacija domena V. Primetimo da je onda V x V C V.

1.1.11 Primer Neka je n pozitivan prirodan broj, z € Z i Z, = {0,1,...,n — 1}.
Dalje, neka je r ostatak dobijen deljenjem broja x sa n, tj. zaneki g € Z vazi ¢ = qn +r
10 < r < n. Primetimo da je r jedinstven ceo broj, v. Lemu 3.4.1, sa osobinom

dgeZ(z=gqgn+rA0<r<n).

Ovim je dobro definisano preslikavanje rest : 7 x N — N. To preslikavanje nazivamo
funkcijom ostatka. Ova funkcija ima sledeé¢u osobinu:

r=rest(z,n) &IgELZ(r=gqn+rA0<r<n), z€Zn€eN.
Dalje, neka su +, 1 -, operacije domena Z,, definisane jednakostima:

z 4ny=rest(zx +y,n), z-,y=rest(zy,n)
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Tada je Zy, = (Zn,+n,n,0,1) algebra, tzv. prsten ostataka po modulu n. Operacije +, i
-n su redom operacije sabiranja i mnozenja po modulu n.

1.2 Jezik

Najjednostavnija klasifikacija algebri je prema jeziku, tj. prema broju i vrsti alge-
barskih operacija i konstanti koje ucestvuju u njihovoj definiciji. Pod algebarskim
jezikom podrazumevamo svaki konacan skup simbola

L = Const; U Fun,, Consty NFun, = (),

gde je svakom simbolu F' € Funy pridruzen neki prirodan broj ar(F), takozvana
arnost ili duzina simbola F. Elemente skupa Consty nazivamo simbolima konstanti,
dok elemente skupa Funy nazivamo operacijskim ili funkcijskim znacima. Dogovor-
no simbolima konstanti dodeljujemo kao arnost broj 0. Bilo koji od skupova Constp,
Fun; moze biti prazan.

Neka je L = Const; U Fun; algebarski jezik, gde su Const; = {¢1,...,¢n} 1
Fun, = {Fy,..., Fi}. Algebra jezika L je svaka algebarska struktura

A:(A7f17“‘7fk7a17“‘7am)

gde je duzina operacije f; upravo ar(F;), 1 < i < k. U takvom slucaju kazemo
da je operacija f; interpretacija operacijskog simbola F;, dok je konstanta a;, (1 <
J < m), interpretacija simbola ¢;. Za interpretacije simbola jezika L koristimo i ove
oznake:

FA=f, (1<i<k): cA=q, (1<j<m)

? J

Dakle, interpretacija jezika L u algebri A je neko preslikavanje vida
Jis s sel, J:L>AUA*UAYUAY U -

1.2.1 Primer Neka je Consty = {0,1}, Funz = {+,,—} gde su + i - binarni

operacijski znaci a — unarni operacijski znak. Algebre
Z=(Z+,-,-,0,1), P(X)=(P(X),U,n, 0,X)

su dve interpretacije jezika L. U Z smo uzeli da je — unarna operacija promene znaka.

Kao 8to prethodni primer pokazuje, moguce je da se isti znaci koriste za simbole
jezika L, kao i za njihove interpretacije u datoj algebri jezika L.
Signatura algebre A = (A, fi, for oo, fry a1y vy a) je

oA = (ar(f1),ar(f2),...,ar(fx),0,0,...).

Dakle, najjednostavnija klasifikacija algebri je prema signaturi. Na primer sve al-
gebre iz Primera 1.1.7 su iste signature (2,2,0,0).
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Uslov konacnosti za algebarske jezike moze se izostaviti. Naime, mogude je gen-
eralisati pojam algebarske strukture kao uredene trojke

(1.1-1) A= (47,0

gde je F = {f;| i € I} familija operacija domena A, dok je C = {a;| j € J) familija
elemenata iz A, I 1 J su neki skupovi indeksa. Tada se interpretacija proizvoljnog
algebarskog jezika L, pa 1 beskonaé¢nog, definise na slican nacin kao i kod konaé¢nih
jezika: Ako je Consty = {¢;| j € J) i Funy, = (F| i € I}, A je algebra jezika
L ako je za sve i € I, ar(f;) = ar(F;). Umesto zapisa 1.1-1 koristi se i notacija
A = (A, fi,0;)icr jes. Na primer, za prebrojive skupove F i Cimali bismo A =
(A, fi, aj)ien jen, ali mozemo pisati takode A = (A4, fo, fi,... ,a0,0a1,...). Za alge-
bre konaé¢nog jezika kazemo da su konac¢ne signature, dok za algebre beskona¢nog
jezika kazemo da su beskonac¢ne signature. U ovoj knjizi bavicemo se uglavnom
algebrama konaé¢ne signature.

1.3. Termi

U izgradnji algebarskih izraza nekog algebarskog jezika L pored simbola iz L klju¢nu
ulogu imaju promenljive. Pod promenljivama podrazumevamo neki prebrojiv niz
simbola, recimo v, v;, vs,.... Skup svih promenljivih obelezi¢emo sa Var, dakle
Var = {vg,v1,0s,...}. Videdemo da su domeni ovih promenljivih, tj. skupo-
vi u kojima one uzimaju vrednosti, zapravo domeni algebri. S druge strane pod
metapromenljivama podrazumevacemo promenljive ¢iji su domeni neki drugi skupo-
vi promenljivih (uglavnom ée to biti upravo skup Var). U takvom smislu koristimo
i druge simbole, na primer z,y, z, Zg, Yo, Z0, L1, Y1, 215 - - -, za oznake promenljivih,
tj. to su metapromenljive ¢iji je domen skup Var. Uz ove napomene neformalna
definicija algebarskih izraza jezika L izgleda ovako:

(1) Promenljive, dakle vy, v;,..., su termi jezika L. Simboli konstanti jezika L su
termi jezika L.

(2) Ako je F' € Funy operacijski znak duzine n, i ako su uy, us, ..., u, termi jezika
L, tada je i F(uy, s, ... ,u,) term jezika L.

(3) Svaki term jezika L dobija se kona¢nom primenom pravila (1) i (2).
U sluéaju unarnih i binarnih operacijskih simbola, uslov (2) moze da izgleda
nesto drugacije:
(2’) Ako je a unarni operacijski znak i u je term, onda je (au) (odnosno (u*)) term.
Ako je * binarni operacijski znak onda je (u * v) takode term za bilo koje terme
u, v jezika L.
Ubuduée neéemo posebno razlikovati slucajeve (2) i (2°). U smislu prethodne
definicije slededi izrazi su termi jezika L iz Primera 1.2.1:

2,y 0,1, (2 +0), (((2-9) +((=1) - z0)) +0).

Formalna definicija terma nekog jezika L je induktivnog karaktera. Naime, najpre
definisemo niz skupova T, induktivno na sledeéi nacin:

Ty = Consty U Var
Ty =T, U{F(uy,...,u)| k€N, FeFung, ar(F) =k, w,...,u, €T,}
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1.3.1 Definicija Term; =U,T,.

Uobicajeno je da se koriste dogovori o kraé¢im zapisima algebarskih izraza. Na
primer, spoljne zagrade kod terma se mogu izostaviti, a 1 neke unutrasnje ukoliko
je uveden prioritet u skupu operacijskih simbola jezika L. S obzirom na induktivnu
definiciju terma, dokazi veéine tvrdenja o termima izvode se indukcijom, kao sto
vidimo na sledeéem primeru.

1.3.2 Teorema Za skupove T, i Termj vazi:

1. T, CTy CT, C--- C Termy.

2. Term; sadrzi promenljive i simbole konstanti jezika L.

3. Ako je F € Funy dugine k i uy,...,u, € Termy, onda F(uy,...,u;) € Termy.
4. Termy je najmanji skup koji ima osobine 2. i 3.

Primetimo da 2., 3. i 4. odgovaraju redom uslovima (1), (2) i (3) neformalne
definicije terma. Prema ovoj teoremi skup terma jezika L moguce je definisati kao
najmanji skup 7" koji sadrzi Var i Const; kao podskupove i koji je zatvoren za
operaciju formiranja terma:

Ako je F € Fung, ar(F) = ki uy,...,uy € T, onda je F(uy,...,uy) €T.

Dokaz Teoreme 1.3.2 Tvrdenja 1. i 2. neposredno slede na osnovu definicije niza
T, iskupa Term;y,.

3. Neka je F € Fung, ar(F) = k i neka su wu;,...,u; € Termy. Tada za neke
ng, 1 <i <k, u, €T,,, pas obzirom da je niz (T,,| n € N) monotono rastudi,
za N = mMax;c;N; imamo ui,...,u; € 1,. Prema definiciji skupa 7, tada sledi

Fuy,...,uy) € Ty, odakle F(uy,...,uy) € Termy jer T,,4; C Termy.

4. Neka je T bilo koji skup koji sadrzi Var i Const; kao podskupove i neka je
T zatvoren za operaciju formiranja terma. Indukcijom po n dokazujemo da je za
svakin € N, T,, CT: Ty CT jer je T, = Var U Constr. Pretpostavimo da tvrdenje
vazi za neki fiksiran prirodan broj n, tj. T,, C T. S obzirom da je T zatvoren za
operaciju formiranja terma, sledi 7,,;, C 7', ¢ime je dokazan induktivan korak. <

SloZenost terma je preslikavanje sl : Term; — N definisano na sledeéi naéin:

Ako je v € Ty onda je sl(u) = 0.

Neka je v € Termy i u ¢ T,. Tada je sl(«) najmanji prirodan broj n takav da je
u e Tn — Tn—l .
1.3.3 Primer Ako su + 1 - binarni znaci, 1 ako su z,y,z promenljive, onda
slile+y)=1isl((z-y)+2)=2.

Vrednost terma u algebri A za zadate vrednosti promenljivih takode je indukti-
vnog karaktera i definiSe se indukcijom po sloZenosti terma. Pri tome je pogodno

da se za term u koristi oznaka u(z,, zs,...,z,) koja zna¢i da su sve promenljive
koje imaju pojavljivanja u termu u neke od promenljivih z,, 2o, ... , x,.

1.3.4  Definicija Neka je A = (A, F,C) algebra jezika I = Funy U Consty.
Dalje, neka je o valuacija domena A, tj. « je funkcija koja svakoj promenljivoj
v; € Var dodeljuje neku vrednost a;, dakle o : Var — A. Tada se vrednost terma u,
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u oznaci u®[«], odreduje ovako:
Ako je sl(u) = 0 onda razlikujemo dva slucaja.
(1) Ako je u promenljiva v;, onda je u*[a] = a;.
(2) Ako je u simbol konstante ¢ € Consty, onda je u*[a] = ¢*.
Neka je sl(u) = n+ 1. Tada za neki F' € Fung, ar(F) = k, imamo

u=F(uy,...,u)

gde su uy, ... ,u, neki termi slozenosti < n. Tada je

utla] = FAuflo], ..., ui[a]].

Neka je u = u(xy, s, ..., 2,) term jezika L i pretpostavimo da su promenljiva-
ma T, Ts,..., o, redom dodeljene vrednosti a;,a,,...,a,. Tada se umesto u®[«a]
koriste i oznake u[ay,...,a,], ili u*(a;,as,...,a,), odnosno ufa;,as, ..., a,], ili
u(ay, as, ... ,a,) ako je jasno o kojoj je algebri A re¢. U prethodnoj definiciji vred-

nosti terma koristili smo implicitno pretpostavku da se svaki term moze prikazati
na samo jedan nacin. Naime, vazi sledece tvrdenje koje navodimo bez dokaza.

1.3.5 Teorema Neka jeu term algebarskog jezika L. Tada je u ili promenljiva,
ili simbol konstante, ili postoji tacno jedan funkcijski znak F € Funy 1 jedinstveni
termit,,ts, ... ,t, jezika L, gde je n = ar(F), tako da je u = F(t;,t2,... ,1,). <

1.4 Algebarski zakoni

Algebarskim zakonima mogu se izraziti razne algebarske osobine algebarskih struk-
tura. Kao §to éemo videti to je zapravo posebna vrsta formula, zapisanih na jeziku
razmatrane algebre.

1.4.1 Definicija Algebarski zakon ili identitet jezika L je svaka formula oblika
u=v gde su u i v termi jezika L
Evo nekoliko primera algebarskih zakona.

1. Neka je L = {,e} gde je x simbol binarne operacije, aesimbol konstante. U
vaznije algebarske zakone jezika L spadaju ovi identiteti:

rk(yxz) = (z*y) * 2, Zakon asocijacije,
TRY =YX, Zakon komutacije,
rTxe=rx,e*xr =1, Zakoni jedini¢nog elementa,
Tkr =X, Zakon idempotencije,
Tkr =e, Zakon involucije.

2. Neka su * i o simboli binarnih operacija jezika L. Tada imamo ove algebarske
identitete jezika L:

zo(y*z)=(roy)*(xoz), Levi distributivni zakon (o prema ),
(yxz)ox=(yox)*(zo0z), Desni distributivni zakon (o prema ),
zo(x*xy)=ux, Zakon apsorpcije (o prema #),

(zoy)*(yoz)x(zoxz)=(z*xy)o(yx2z)o(zx*a), Dedekindov zakon.
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Neka je A algebarska struktura jezika L i neka je u(zy,...,2,) = v(xy, ..., 2,)
algebarski zakon jezika L. Kazemo da algebra A zadovoljava zakon u = v, ili da
identitet u = v vaZi u algebri A akko (ako i samo ako):

Zasve aj,...,a, € A, utay,..,a,] = v*ay,...,a,].

Simbol | se koristi da se oznaci relacija vazenja identiteta u algebri. Naime, za
algebru A 1 zakon u = v jezika L imamo:

AlEu=v akko ualgebri A vazi zakon u=v.

Algebarske teorije 1 algebarski varijeteti su fundamentalni pojmovi algebre. Evo
njihovih definicija.
1.4.2  Definicija Algebarska teorija jezika L je svaki skup T identiteta jezika
L. U takvom slucéaju ¢lanovi skupa T nazivaju se aksiomama teorije T'.

1.4.3  Definicija Neka je T algebarska teorija jezika L. Varijetet teorije T je
klasa (T svih algebri jezika L koje zadovoljavaju sve zakone teorije T. Klasa
M algebri jezika L je algebarski varijetet ako postoji algebarska teorija T jezika L
takva da je M = M(T).

Primetimo da je svaki varijetet 9M(7T') neprazan jer sadrzi sve trivijalne algebre
jezika L, tj. algebre ¢iji je domen jednoclan skup. To sledi iz ¢injenice da trivijalna
algebra jezika L zadovoljava sve zakone jezika L, dakle i aksiome teorije T. Odavde
sledi da je M(T) ne samo neprazna klasa, veé prava klasa. Naime (7T nije skup,
jer klasa svih jednoclanih skupova je prava klasa. Navodimo neke vaznije primere
algebarskih teorija i varijeteta. U svakom primeru istovremeno dajemo jezik na koji
se doti¢na teorija ili varijetet odnosi.

1. Teorija grupoida G. Lg = {-}, - je simbol binarne operacije. Ova teorija nema
aksioma, tj. G = #, dok je M(G) klasa svih grupoida, tj. algebri vida A = (A, ).
Ovaj primer pokazuje da teorija moze biti prazan skup.

2. Teorija semigrupa S. U ovom slucaju jezik je Ly = Lg dok S ima jednu
aksiomu, S = {z-(y-2z) = (z-y)-z}. M(S) je klasa svih semigrupa, tj. asocijativnih
grupoida.

3. Teorija monoida Mon. Ly, = LsU {1}, 1 je simbol konstante, dok su aksiome
teorije Mon:

zakon asocijacije,

z-l=2, 1-z=u=.

M (Mon) je klasa svih monoida, dakle algebri vida A = (A4, -, 1) koje zadovolja-
vaju navedene zakone.
4. Teorija grupa Gp.  Lg, = Lyon U {7}, gde je ~' simbol unarne operacije.
Aksiome teorije grupa su:

Aksiome teorije monoida,

r-z7 =1, z'.z=1.

M(Gp) je klasa svih grupa, tj. algebri vida A = (A4,-, 7', 1) koje zadovoljavaju
navedene aksiome.
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5. Teorija komutativnih grupa Ab. L, = {+,—,0}, gde je + simbol binarne
operacije, — je simbol unarne operacije, 0 je simbol konstante, a aksiome ove teorije

su:
v+ (y+z2)=(x+y) +2, r+y=y+uz,

r+0=ux, z+ (—=z)=0.
M(Ab) je klasa svih komutativnih grupa, algebri vida A = (4,4, —,0) koje
zadovoljavaju navedene aksiome.
6. Teorija prstena P. U ovom slu¢aju Lp = Lg U Ly, dok su aksiome:

aksiome teorije Ab,

aksiome teorije 9,

z-(y+z)=(z-y) + (z-2), (x4+y)-z=(x-2)+ (y-2).

M(P) je klasa svih prstena, dakle algebri vida P = (P, +, —, -, 0) koje zadovolja-
vaju aksiome teorije P.

7. Teorija prstena sa jedinicom P,.  Jezik ove teorije je Lp, = Lyon U Lay, dok
su aksiome:

aksiome teorije prstena,

z-1=ur, 1-2==z.

Varijetet MM(P;) je klasa svih prstena sa jedinicom od kojih je svaki oblika P =
(P,+,—,-0,1).
8. Teorija komutativnih prstena sa jedinicom Pk.  Lp, = Lp , aksiome teorije Pk
su aksiome teorije P, i komutativni zakon x -y = y - x. Varijetet IM(Pk) je klasa
svih komutativnih prstena sa jedinicom.
9. Teorija mreza M. Ly = {V,A}, V, A su simboli binarnih operacija, dok su
aksiome teorije M:

M1. e A(yNz)=(xAy) Az, M2. tV(yVz)=(xVy Vz,
M3. rANy=yAuz, M4. rVy=yVa,

MS5. rANxr=uw, M6. rVzr=uz,

M7. zA(zVy) =, MS8. eV (rAy) ==

Varijetet M (M) je klasa svih mreza, dakle algebri vida D = (D, V, A) koje za-
dovoljavaju aksiome M1-M8.

Ako je D mreza onda nije tesko dokazati da je binarna relacija < domena D
definisana pomocu a < bakkoa = a A b zapravo parcijalno uredenje i da je u tom
uredenju aVb = sup{a, b}, aAb = inf{a, b}. U klasi (M) posebno su interesantne
sledece mreze:

Modularne ili Dedekindove mreze. To su mreze koje zadovoljavaju uslov modu-
larnosti:

Zasve a,b,c€ L, a<b= (¢cVa)Ab=(cAb)Va.

Ovaj uslov naziva se i modularnim zakonom, mada, strogo receno to nije algebars-

ki zakon u smislu Definicije 1.4.1. Ipak, moze se pokazati da je uslov modularnosti
ekvivalentan algebarskom zakonu y A (z V) =y A((z A (yV ) V).
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Drugu klasu predstavljaju distributivne mreze, tj. mreze koje zadovoljavaju dis-
tributivne zakone:

tA(yVz)=(@Ay) V(zAz), eV(yAz)=(xVy A(zVz).

Lako je videti da je svaka distributivna mreza modularna.

10. Teorija Bulovih algebri BA. Ly, = Ly U{’,0,1} gde je ’ simbol unarne
operacije, a 0 i 1 su simboli konstanti. Aksiome ove teorije su:

aksiome teorije distributivnih mreza,

Az’ =0, evVe' =1, zAl=z, zV1=1, zA0=0, 2V0==z.

Varijetet M(BA) je klasa svih Bulovih algebri, prema tome algebri oblika B =
(B,V,A,,0,1) koje zadovoljavaju navedene aksiome.

1.5 Homomorfizmi

Najkrace re¢ceno homomorfizmi su preslikavanja koja odrzavaju algebarsku struktu-
ru. Posledica ove ¢injenice je da homomorfne slike ¢uvaju mnoge algebarske osobine
polazne algebre. U daljem izlaganju ¢esto ¢emo za neku funkciju h, vrednost h(x)
obelezavati jednostavno pomocéu hz.

1.5.1  Definicija Neka su A i B algebre jezika I.. Homomorfizam iz algebre
A u algebru B je svako preslikavanje h : A — B sa osobinama:

1.  Ako je ¢ € Consty, onda h(c®*) = ¢B.

2. Ako je F € Fun; duZine n, onda za sve a;,as,... ,a, € A vaZi

h(F®(ay,ay,...,a,)) = F®(hay, ha,, ..., ha,).

Neka su A = (A, fi, .., feybiyo o b)) iB = (B,g1, .- 05, dy, ... ,d,,) algebre
jezika L ineka je h homomorfizam ovih algebri. Tada prema definiciji homomorfizma
imamo: Za svaki 1 < i <m, h(b;) = d;. Ako su f; i g; operacije duzine n, onda je
7a SVe Uy, s, ... ,d, € A

h(fi(ar,asy-.. ,a,)) = gi(hay, has, ..., hay).

U ovakvom slucaju takode kazemo da je preslikavanje h saglasno sa operacijama
fi 1 g;. Ako su f; i g; binarne operacije, na primer * i o, onda prema posebnoj
notaciji za binarne operacije uslov homomorfizma za h izgleda ovako:

Za sve a;,ay € A, h(a; *xaz) = h(ay) o h(as).

Ako je h : A — B homomorfizam algebre A u algebru B, onda koristimo oznaku
h: A — B. Skup svih homomorfizama iz A u B obelezavamo sa Hom(A, B).
1.5.2 Primer Preslikavanje h : Rt — R, gde je h(z) = In(z), = € RT, je
homomorfizam multiplikativne grupe pozitivnih realnih brojeva (R‘"7 -, 1) u aditivnu grupu
realnih brojeva (R, +,0), jer h(1) = 01 h(zy) = In(zy) = In(z) + In(y) = h(z) + h(y),
z,y € RT.
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1.5.3 Primer Nekajen e N,n>2, 7, ={0,1,2,...,n—1}ineka je preslikavanje
pn @ Z — Zyn definisano sa pp(z) = rest(z,n). U ovom primeru, dalje ¢emo umesto
pn jednostavno pisati p. Preslikavanje p je homomorfizam prstena celih brojeva Z =
(Z,4,-,0,1) na Z,, = (Zn,4+n,n,0,1), prsten ostataka po modulu n. Zaista, neka su
ri = p(z)ir: = p(y). Tada je za neke q1,q2 € Z, z = qun+r1 1 y = gan + r2 1 takode
0 < ri,ry < n. Prema definiciji operacija +x 1 -, videti Primer 1.1.11, imamo
4 re=plri +r2), 0<r +nr2 <n,
o re=p(ri-rz), 0<r; nr:<n.

Otuda za neke a, B € Z, r1 +ro =an+ (r1 +nr2), r1-r2 = fn+ (r1 -n r2), dakle,

z+y= (g + @ +a)n+(r1 +nr2), 0<ri+nr2<n
z-y=(qent+aqars+@ri+8n+(r1nr2), 0<r nra<n
§to znadi da je
rest(z + y,n)=r1 +nr2, tj. plz+y)= p(z) +n» p(y)
rest(zy,n)=r1 nr2, tj. plzy)= p(z) »n p(y)
Oc¢igledno je p(0) =01 p(1) = 1, prema tome p : Z — Z,. Kako jeza i € Zp, p(1) =1, p
je preslikavanje na.

Slede¢om definicijom daje se osnovna klasifikacija homomorfizama.

1.5.4 Definicija  Neka su A i B algebre jezika L i neka je h : A — B
homomorfizam. Tada
1. h je utapanje (monomorfizam) ako i samo ako je h 1 — 1 preslikavanje, tj.

Ve,y€ A (z#y = h(z)#£h(y)).
Ako je h utapanje onda koristimo oznaku h : A — B.
2. h je homomorfizam na (epimorfizam) ako i samo ako je h preslikavanje na, tj.
Vye B Jze A h(x)=uy.

U takvom slucaju koristimo oznaku h : A =% B. Tada takode kazemo da je B
homomorfna slika algebre A i pisemo B = h(A) ili B = hA.

3. h je izomorfizam algebri A i B ako i samo ako je h 1 —1 ina. U takvom sluc¢aju
koristimo ove oznake: h: A = B ili h: A -~ B i kazemo da su algebre A i B
izomorfne. Oznaka A = B znaci da postoji izomorfizam iz algebre A u B.

4. h je endomorfizam ili unutrasnji homomorfizam ako i samo ako je A = B. Skup
svih endomorfizama algebre A obeleiava se sa End(A).

5. h je automorfizam algebre A ako i samo ako je A = B i h je izomorfizam. Skup
svih automorfizama algebre A oznacavamo sa Aut(A).

U Primeru 1.5.2, preslikavanje h je izomorfizam, dakle (R*,-,1) = (R, +,0). U
Primeru 1.5.3, preslikavanje p je epimorfizam prstena Z na algebru Z,,. Konjugacija
h:zw— ZzZ z € C, je primer jednog automorfizma polja kompleksnih brojeva
C=(C,+,-,0,1), jer za z;, 2z, € C vazi:

h(Zl +Z2) = 21tz = Zi+7Z = h(21) +h(22)a

h(Zl . 22) = m = El ‘EQ = h(Zl) . h(ZQ),

2 = 2:>21: 2 = 2] = Za, 1Z222:>21:5
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1.5.5 Teorema  Neka su A, B, C algebre jezika L i neka su f : A — B,
g : B — C homomorfizmi. Tada je preslikavanje h = g o f homomorfizam algebre
A u algebru C. Pri tome vazi:

1. Ako su f i g utapanja onda je i h utapanje.

2. Ako su f i g epimorfizmi onda je i h epimorfizam.

3. Ako su f i g izomorfizmi onda je i h izomorfizam.

4. Ako je f izomorfizam onda je 1 f~' izomorfizam algebre B u algebru A.

Dokaz Dokazujemo da je h homomorfizam. Neka je e € Consty. Tada vazi:
hie®) = (go f)(e*) = g(f(e®*)) = g(e®B) = €. Neka je F € Fun, duzine n, i neka
Su ap,ds,...,a, € A. Tada

h(F™(ay,ag,...,a,)) = g(f(F*(ay,as,... a,)))
= g(F®(fay, fag,..., fa,))
= F®(gfay,gfas,...,qfa,)
= F®(hay, hasy, ... , ha,).

Ovakva veza izmedu algebri A, B, C 1 homomorfizama ¢, f i h prikazana je
slede¢im dijagramom, i u tom slucaju kazemo da dijagram komutira.

h lg h=gof

Tvrdenja 1 — 3 slede na osnovu ¢injenica da je proizvod 1 — 1 (na) preslikavanja
takode 1 — 1 (na) preslikavanje.

Dokazujemo tvrdenje 4. Neka je ¢ € Const;,. Kako je f(e®) = €® to je onda
F7'(e®) = e®. Dalje, neka je F € Funy, duzine n i neka su by, bs, ... ,b, € B. Kako
je f preslikavanje na, postoje a;,as,...,a, € A takvi da je b; = f(a;). Tada je
a; = f_l (b,) l

tj. preslikavanje f~! je saglasno sa operacijama F®B i F4, &

Na osnovu tvrdenja 3 i 4 Teoreme, kao i ¢injenice da je identicko preslikavanje i 4

automorfizam bilo koje algebre sa domenom A, sledi da je = relacija ekvivalencije
u klasi svih algebri datog jezika.
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1.5.6  Posledica Za svaku algebru A, End(A) = (End(A),0,7,4) je monoid.
1.5.7 Posledica Za svaku algebru A, Aut(A) = (Aut(A),o, ', i4) je grupa.

1.6 Homomorfizmi i termi
Neka je A algebra jezika L i v € Termy. Term u = u(zy, %o, ... ,2,) odreduje tzv.
term-preslikavanje U : A™ — A algebre A na sledeci nacin:

Ulay,aay... a,) = ulay, as,...,a,], a1,as,...,a, € A.

Ovako uvedeno term — preslikavanje U oznacavademo sa u®(x1, Zs,...,2,), ili
u(xy, oy ... ,2,) ako je jasno o kojoj je algebri rec. Ovo preslikavanje ocigledno
odreduje jednu operaciju algebre A duzine n. Tu operaciju nazivamo izvedenom

operacijom algebre A. Sledece tvrdenje kaze da su homomorfizmi algebri preslika-
vanja takode saglasna za izvedene operacije.

1.6.1 Teorema Neka su A i B algebre jezika L i neka je h : A — B homo-
morfizam. Tada za svaki term u(x,, s, ... ,x,) jezika L vazi

Vay,aq,...,a, € A h(u®[ay,as, ... a,]) = uPlhay, ha,, ..., ha,]
Dokaz  Dokaz izvodimo indukcijom po slozenosti terma. Neka je u € Termy

i neka su promenljivama x,,2,,...,x, dodeljene redom vrednosti a;,a.,...,a,.
Tada razlikujemo sledeée slucajeve:

(1) w je simbol konstante ¢ € L. Tada
h(u®[ay, a, ... a,]) = h(c®) = ¢® = uPlhay, ha,, ... , ha,].
(2) w je promenljiva z;, i < n. Tada
h(u®[ay, aq, ... a,]) = h{a;) = uPlhay, ha,, ... , ha,].

Pretpostavimo da tvrdenje vaZi za terme sloZenosti < m, m je neki utvrden
prirodan broj, (induktivna hipoteza) i neka je slozenost terma u jednaka m+1. Tada

zaneki F' € Funy duzine k i neke u;, ts, ..., uy, € Termy imamo u = F(uy, ts, ..., t).
Tada
h(u®[ay, ag, ... a,]) = H(FA(uay, agy . oo yan]y .. uifay, ag, ...y ay]))
= FR(hullay,azy. .. ya,], ... hullay, ag,. .. a,])

(koristedi induktivnu hipotezu jer je sl(u;) < m)
= FP(uP[hay, hay, ...  ha,],... ,uplhay, has, ..., ha,])

= uB[hay, has, ..., ha,].

Na osnovu matematicke indukcije tvrdenje sada sledi za svaki m € V. &

Ocigledno je da se prethodno tvrdenje moze ovako iskazati:



1. Poglavlje: ALGEBRE 13

Za svaku valuaciju p : Var — A vazi h(u®[p]) = uB[h o p].

Otuda vidimo da homomorfizam h 1 valuacija ¢ domena A odreduju novu valu-
aciju T domena B preko jednakosti 7 = hou. Ova ¢injenica predstavljena je pomocu
sledeceg komutativnog dijagrama:

Var —— 4
B

1.6.2 Posledica Neka su A, B algebre jezika L i pretpostavimo da je B
homomorfna slika algebre A. Tada svaki identitet koji vazi u A takode vazi i u B.

Dokaz Neka je h : A — B epimorfizam i pretpostavimo A = u = v Tada
za proizvoljne elemente b,,b,,...,b, € B postoje a;,as,...,a, € A takvi da je
h(a;) =b;, 1 <i<n, pa

uB[by, by, ..., b,] = uPlhay, has, ..., ha,)]

:h(u [a17a27 7an])

= h(v*[ay, agy ...y ay,])

= v®[hay, has, ..., ha,)]

:UB[blab27"'7bn]' <>
1.6.3 Posledica  Varijeteti su zatvoreni za homomorfne slike, tj. ako je MM

varijetet jezika L i algebra B istog jezika je homomorfna slika neke algebre A € I,
onda je i B € M.

1.6.4 Primer Prema oznakama iz Primera 1.5.3 |, vazi Z, = pnZ, tj. Z, Je
homomorfna slika prstena celih brojeva. Otuda je, prema prethodnoj posledici, i Z,

komutativan prsten sa jedinicom.

1.7 Podalgebre

Algebra A jezika L moze da sadrzi podskupove koji su takode domeni algebri istog
jezika L, a kod kojih su operacije nastale suzenjem odnosno restrikcijom operacija
polazne algebre A. Otuda imamo pojam podalgebre.

1.7.1  Definicija Neka je A algebra jezika L. Podalgebra algebre A je svaka
algebra B jezika L za koju vazi:

1. B C A.
2. Ako je ¢ € Consty onda je B = c*.
3. Ako je F € Funy duZine n, onda za sve b, b,,... b, € B vazi

FB(bl,bQ,... 7bn) :FA(bl,bQ,... 7bn)'
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Cinjenicu da je B podalgebra algebre A zapisujemo sa B C A. S obzirom
da su vrednosti operacija u algebri i podalgebri jednake, podalgebra je u pot-
punosti odredjena svojim domenom. Naime, ako su B,C C A i B = (C, onda
jei B = C. Otuda umesto B C A cesto kazemo da je B podalgebra algebre
A. Dalje, ako je F funkcijski znak duzine k, tada je prema definiciji podalgebre
FB — F& | B* tj. FP® je restrikcija preslikavanja F* na skup B*. Ubudude
¢emo govoriti da je F'® restrikcija operacije F'* na domen B. Takode, za oz-
nake operacija u podalgebri B obi¢no se zadrzavaju oznake iz polazne algebre A.
Dakle, ako je B C A1 A = (A, fi, f2y--- s fm,a1, 00, ... ,a,) tada takode pisemo
B = (Baf17f27"' 7fm7a17a27"' 7an)'

1.7.2  Primer

1. (N,+,-,0) C (Z,+,-,0) C (@, +,-,0) C (R,+,-,0) C (C,+,-,0) gde su + i - uobica-
jene operacije sa brojevima, a N, Z,Q, R, C redom oznacavaju skup prirodnih, celih,
racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva.

2. Neka je S bilo koji skup i A = (SS,O,is). Tada je skup svih permutacija skupa S
podalgebra algebre A.

Za pojedine varijetete imamo posebne nazive za podalgebre. Na primer, umesto
podalgebra kod grupa koristimo naziv podgrupa, kod prstena potprsten, kod mreza
podmreza itd.

1.7.3. Teorema Neka su A i B algebre jezika L i neka je A C B. Tada je
A podalgebra algebre B ako i samo ako je inkluziono preslikavanje i, : A — B,
ia:x—x, (¢ € A), homomorfizam iz A u B.

Dokaz (=) Nekaje A C B i pretpostavimo da je F' € Fun, duzine k. Tada za
ay, Ao, ..., a, € A vazi:
ia(c®) =c* =P,

iaF™(ay,ag, ... a;) =F*ay,aq,... yai) = FP(ay,as,...,a;) =
FB

(
(iAala 14, ... 7iAak)7

tj. 74 je homomorfizam.

(<) Pretpostavimo da je ¢4 : A —> B homomorfizam. Tada je za ¢ € Consty,

is(c™) =B tj. ¢* = ¢B. Dalje, imamo
FAay,ag,... a;) =i (F*ay,ag,. .. a;)) =
FPB(ijay,iqag, ... isa;) = FP(ay,ag,. .. a;),
.
Vay,ag,... ,ap € A F¥ay,aq,... ,a;) = FP(ay,aq,. .., az).

dakle A C B. &
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1.7.4. Posledica Neka je B algebra jezika L i neka je A C B. Tada za svaki
zakon u = v jezika L vazi:
Akoje BEu=vonda A EFu=n.

Dokaz Pretpostavimo B | u(xy, 2o, ..., 2,) = v(#,2s,...,2,). Tada prema
prethodnim teoremama imamo

u(ay, gy ooy ay,) =iau™(ay, ag, .o a,) = uP(igay, iaas, ... iaa,) =
VP (iaay, iat, ... iqay) = i4v™(ay, ag,... a,) =
v (ay, dgy ... ay,). &

Iz ove posledice neposredno vidimo da su algebarski varijeteti zatvoreni za po-
dalgebre, tj. vazi

1.7.5. Posledica Neka je M algebarski varijetet i A € M. Tada je svaka
podalgebra algebre A element varijeteta 1.

1.8. Proizvod algebri

Proizvod algebri omogucava konstrukciju novih algebri polazeci od neke date kona-
¢ne ili beskonac¢ne familije algebri. Najpre ¢emo razmotriti konacne proizvode.

1.8.1 Definicija  Neka su A, A,,..., A, algebre jezika L. Proizvod ovih

algebri je algebra A = A} X A, X ... X A, jezika L gde je:

1. A=A, x A, x...x A,.

2. Ako je ¢ € Consty tada je ¢ = (¢™1,c?2,... c?n).

3. Neka je F € Funy duzine k i neka su a;,as,... ,a5 € A, a; = (a1, Gizy .« - Uir),
1=1,2,..., k. Tada je

F™ay,a9,...,a;) =

(FAl(a117a217"' 7ak1)7FA2(a127a227"' 7ak2)7"' 7FAn(a1n7a2n7"'7akn))

Ako su algebre A, A,,..., A, medusobno jednake, recimo A; = A, = ... =

A, = C, tada se proizvod A; X A, X...X A, naziva stepenom algebre C i obelezava
se sa C™.
1.8.2 Primer Neka su algebre A = (A,%4,7'4,14), B = (B,*5,7'2 ,15), C =
(Cyxc,”'9 ,1¢) grupe. Ako je D = A x B x C, tada je D = (D,*,7',1) gde je 1
(14,15,1c), dok je (ai,bi,c1) * (az,b2,c2) = (a1 *a az,b1 x5 b2, c1 *c c2) 1 (a,b,¢)™" =
(a7ta p7lE o7lo)),

Neka je 1 <1 < n. Preslikavanje m; : 4; X 4, x ... x A, — A, definisano sa

i (2, Xy ey 2,) > 2y, x €EA,...,x, €A,

nagziva se i-tom projekcijom. Prema definiciji projekcije m; odmah nalazimo da za
r,y € A x Ay, x ... x A, vail: r=yeVi<n mz) =my).
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1.8.3 Teorema  Neka su A, A,,..., A, algebre jezika L. Tada je za svaki
1 < ¢ <n projekcija m; homomorfizam algebre A, x A, X ...x A,, na algebru A,.

Dokaz Nekaje A = A; x A, x...x A,. Prema definiciji constante ¢® i projekcije
m; za ¢ € Consty imamo m;(c®) = ¢*i. Neka je F € Funy duzine k, i neka su
Ay, d, ... a; € A, gde je a; = (a1, dsa, ..., a5,). Tada je

T2 (ay, ag, .o ag) = F (ay, gy - ooy ag) = FR(may, miag, ..., Tay).

Dalje, neka je a € A; i a; € A; za j # i. Tada iz a; = a sledi m;(a;,a0,...,a,) =
a; = a, tj. m; je preslikavanje na. Prema tome, 7; je homomorfizam algebre A na

algebru A,. &

1.8.4 Posledica Nekasu A, A,, ..., A, algebre jezika L. Zakon u = v jezika
L vazi na svakoj algebri A; akko taj zakon vazi na proizvodu algebri A;.

Dokaz Nekaje A = A; X A, X...x A, i pretpostavimo

A Eu(e, e, 2m) =0(@), 80y .00, 2y), 1 <i<n.
Dalje, neka su a;,as,...,a, € A. Da bismo dokazali da je u®(a;,as,...,a,) =
v(ay,as,... ,a,), dovoljno je da proverimo da je zasve 1 < i <n
(1) mu (A, doy ooy Q) = T (A1, Aoy vy Q)

Pretpostavimo da je 1 < ¢ < n. Prema Teoremi 1.6.1 is obzirom da je A;
u = v, IMmamo

mi(u(ay, ag, ... ay)) =uti(may, mag, ... Ta,,) =
v (T, Mg, s Tiy,) =
(v (ay, agy . oo a,))
prema tome (1) vazi. Obrat vazi prema Posledici 1.6.2 i Teoremi 1.8.3. &

1.8.5 Posledica Svakialgebarski varijetet 9 zatvoren je za konaéne proizvode
algebri, tj. za svaki n € N, n > 2, vazi

ALAs .. A, EM=A XAy x...x A, €N

Prema ovoj posledici konacan proizvod semigrupa je semigrupa, kona¢an proi-
zvod grupa je grupa, konacan proizvod prstena je prsten, konacan proizvod mreza
je mreza, itd.

Sada ¢emo razmotriti proizvode proizvoljno velikih, dakle i beskonaé¢nih familija
algebri. Najpre se podsetimo da pod familijom nekih objekata podrazumevamo
svako preslikavanje vida § = (S;| ¢ € I). U takvom slucaju elemente skupa I
nazivamo indeksima. Familiju (S;| i € I} krace zapisujemo S;,7 € I, pa i samo S;
ako je jasno o kojem skupu indeksa I je re¢. Prema prethodnom, familija algebri je
svako preslikavanje A oblika A = (A;|i € T), gde su A; neke algebre istog jezika.
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U definiciji proizvoda algebri vaznu ulogu ima pojam uopstenog direktnog pro-
izvoda familije skupova. Ova konstrukcija omogucéava da se generalizuje pojam
kona¢nog proizvoda skupova i na beskonacne familije skupova. Podsetimo se te
konstrukcije. Neka je X;,¢ € I, proizvoljna familija skupova. Uopsten direktan
proizvod skupova X; je skup

X={f] f:1—=|JX:Vielf(i)e X}

i€l

Ovako uveden proizvod skupova obelezavamo sa [[,., X;. U vezi sa ovom konstruk-
cijom od interesa su sledeée dve napomene.

Najpre, ako je za svaki ¢ € I skup X; neprazan, onda prema Aksiomi izbora
postoji izborna funkcija f za familiju X;, tj. funkcija f sa svojstvom Vi € I f(i) €
X;. Drugim re¢ima ako je X;, ¢ € I, familija nepraznih skupova onda je uopsteni
proizvod J],., X; takode neprazan skup. Ova cinjenica je zapravo jedna moguca
forma iskazivanja Aksiome izbora, o ¢emu ¢e biti viSe reci u slede¢em poglavlju.

i€l

Dalje, primetimo da su elementi skupa [],., X; funkcije, dok su s druge strane

elementi konaé¢nog direktnog proizvoda skupova, recimo X; x X, x ... X X,, n-
torke. Ako za indeksni skup izaberemo I = {1,2,...,n}, nije tesko proveriti da je
preslikavanje 7 : []_| A; — [[;c; Ai definisano sa

1 2 ... n
(1.8-1) T: (al,a2,...,an)|—><a1 @ ... an)

bijekcija izmedu X; x Xy x ... x X, i [[,c;X;. Dakle, ukoliko se identifikuju
a=(ay,as,...,a,)17(a),a € X, x X, x...x X,, onda su ove dve konstrukcije
proizvoda iste. Otuda u kona¢nom slucaju ubuduée neéemo razlikovati ove dve
vrste proizvoda, a pod direktnim proizvodom skupova podrazumevacemo i uopsten
proizvod skupova.

Slede¢om definicijom generalizuje se konstrukcija konacnog proizvoda algebri na
proizvoljne, pa i beskonacne familije algebri.

1.8.6. Definicija Neka je (A;| ¢ € I) familija algebri jezika L. Uopsten direk-
tan proizvod [],.; A; algebri A;, je algebra A definisana na sledeci nacin:
(1) Domen je A =T]],.; Ai,
(2) Ako je ¢ € Consty, tada je ¢ = {(c™i| i € I).
(3) Neka je F € Funy duzine n. Tada je za fi, fs,... . fn € A
FA(fi, foyee s Fu) = {F2(f1(0), ..., fuld))] P € T).
S

1.8.7 Primer 1. Neka je Zp = (Zn,4n,n,0,1), n € N1 i
gde je

= (S7+7 '7057 15)

S=71xZoxZs % ... = H Zn.
neN+

Tada je domen ove algebre skup S = {f| f: NT — Z, ¥n € Nt 0 < f, < n}, dok je
0% =(0,0,0,...), 1% = (0,1,1,...). Za f,g € S vazi

(f+g)n:fn+ngn7 (f~g)n=fn~ngn.
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2. Ako za sve 1 € [ vazi A; = A, tada se proizvod Hie] A; naziva stepenom algebre A

i obelezava se sa Al. Na primer, uzmimo da je skup prirodnih brojeva N indeksni skup.
Tada je stepen polja realnih brojeva, R, RY = (RN,—I—7 -,0,1), prsten realnih nizova.
Primetimo da je u ovoj algebri za f,g € RY,

(18—2) (f—l—g)n:fn-l-gn, (f'g)n:fn'gru neN.

dok je 0 = (0,0,0,...)1i1=(1,1,1,...). Slicno, ako je skup R realnih brojeva indeksni
skup, onda je RF prsten realnih funkcija.

Ako je I konacan skup, na primer I = {1,2,...,n}, postavlja se pitanje da li su
proizvodi algebri u smislu Definicije 1.8.1. i Definicije 1.8.6. jednaki, odnosno da li

je
=1 [X=¥1
Sa algebarskog stanovista mozemo smatrati da ove algebre jesu jednake s obzirom
da su izomorfne. Zaista, jedan izomorfizam ovih algebri je bijekcija 7 uvedena u
1.8-1.
Da bismo to proverili, neka su A; algebre jezika L i neka su A = J[_, A; i

B = J[..;A:. Tada je za simbol konstante ¢ € L, ¢ = (¢, ch2, ..., cP) i
c® = {(c*i]| i € I), odakle je 7(c*) = ¢®. Pretpostavimo da je F' € Fun, duzine k.
Onda za ai, as, ... a, € [[1_, Aiy a; = (@51, a2y ey a3), 1 <0 < kb, vazi

FA(a17a27"' 7ak) = (FAl(a117a217"' 7ak1)7"' 7FAk(a1n7a2n7"' 7akn))
odakle je

T(F™ay, ag, ... a;)) = (F*(ra, (i),...,7a,(i))| i €I)

tj. 7: A — B je homomorfizam.

Prema prethodnom mozemo smatrati da su konac¢ni proizvodi algebri poseban
slucaj uopstenog proizvoda algebri. Otuda, kao i u slucaju proizvoda skupova,
ubuduce uglavnom neéemo posebno razlikovati ove dve vrste proizvoda algebri, tj.
koristicemo isti termin, direktan proizvod algebri, za obe konstrukcije.

Kao 1 u slu¢aju konac¢nih proizvoda skupova i kod uopstenih proizvoda uvode se
projekcijske funkcije. Neka je (A4;] ¢ € I) familija nepraznih skupova. Projekcijske
funkcije 7;, ¢ € I, proizvoda familije ovih skupova definiSemo na sledeci nacin:

o fe fi), f€ HielAi'
Dakle, m; : [],c; Ai = A;. Primetimo da za f,g € [[,¢;
f=g& Viel) m(f) = m(g).
S obzirom da je f = {(m;f| i € I), ponekad se m;(f) naziva i-tom koordinatom
funkcije f.

Vecina tvrdenja koja se odnose na konacne proizvode algebri prenose se na
uopsten proizvod algebri. Na primer, analogon Teoreme 1.8.3 izgleda ovako:

A; vazi
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1.8.8 Teorema Neka je (A;| i € I) neprazna familija algebri jezika L. Tada
je za svaki i € I preslikavanje m; homomorfizam algebre [[..; A; na algebru A;.

Dokaz Neka je A =[],
(cA| i € I) odakle je m;(c®*) = ¢®i. Dalje, ako je F' € Fun, duzine n, onda je za

f17f27"' 7fn EAa
FA(f17f27"' 7fn) = <FAl(f1(l)7 7fn(l))| ZE I>7

A;. Tada je interpretacija simbola konstante c, ¢* =

prema tome

FiFA(flaf%"' 7fn) :FAl(fl(i)V" ’f"(l)) =
FA’(Fif177Tif27"' 77Tifn)

Dalje, neka je a € A;. Kako su A; neprazni skupovi, prema Aksiomi izbora
postoji funkcija f : I — |J; A; tako da je f(i) = aiza j # i, f(j) € A;. Tada je
mf = a, tj. m; je homomorfizam iz algebre A na algebru A;. &

Na slican nacin kao u posledicama 1.8.4 i 1.8.5 dokazuje se da vazi sledece
tvrdenje.

1.8.9 Posledica Neka su A;, i € I, algebre jezika L. Zakon u = v jezika L
vazl na svim algebrama A; akko u = v vazi na proizvodu Hiel A;.

1.8.10 Posledica Svaki algebarski varijetet 9t zatvoren je za proizvoljne proi-
zvode algebri, tj. ako je za sve i € I, A; € M, tada jei[[,.; A; € M.

Shodno prethodnom razmatranju mozemo zaista da govorimo o prstenu realnih

nizova R™ i prstenu realnih funkcija R™ (Primer 1.8.7.). Naime, prsten RY je
prebrojiv stepen polja realnih brojeva, te je prema Posledici 1.8.10. RY takode
prsten. Primetimo da R nije polje jer ova] prsten ima delitelje nule, na primer za
f={(1,0,1,0,...)i¢g =(0,1,0,1,...) vazi f - g = 0, mada je f, g#0. Sli¢no bismo
pokazali da je i R® prsten. S obzirom na Posledicu 1.8.10 ovi primeri istovremeno
pokazuju da klasa svih polja nije algebarski varijetet. Dakle, ne postoji algebarska
teorija (u smislu Definicije 1.4.2) koja bi opisivala tacno klasu svih polja.
1.8.11 Primer Svaki netrivijalan algebarski varijetet 20 sadrzi beskonaénu algebru.
Dokaz Neka je A € M netrivijalna algebra. Tada je prema Posledici 1.8.9 za svaki
neprazan skup I, AT € 9. Neka je I beskonacan skup i |I| = u. Ako je |A| = k tada vazi
|AT] = k* > 2% > p, jer je k > 2. Prema tome M sadrzi ne samo beskonacnu algebru veé
algebre proizvoljno velike kardinalnosti.

Neka je I varijetet algebri jezika L i neka je A; € M, ¢ € I. Proizvod A =
[I;e; Ai imasledecu zanimljivu osobinu:  Akoje B € Mir :B — A, i€, tada
postoji jedinstven homomorfizam 7 : B — A tako da slede¢i dijagram komutira za
svaki i € I:

(D) . TT, TiOT=T;
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Zaista, defini§imo 7 : B — A ovako:  7(b) = (r;(b)| ¢ € I}, b € B. Nije tesko
proveriti da je 7 homomorfizam iz B u A kao i da je m; o 7 = ;. Dalje, ako je
7. B — A bilo koje preslikavanje tako da je m; o7 = 1;, ¢ € I, onda za svaki i € 1
vazi

mi(7'(b)) = 7:(b) = mi(7(b))

odakle je 7/(b) = 7(b), prema tome 7 je jedinstveno preslikavanje za koje dijagram
(D) komutira za svaki i € I.

Ovo svojstvo dijagrama je karakteristicna svojstvo direktnog proizvoda algebri
nekog varijeteta, jer omogucava da se proizvod algebri u algebarskim varijetetima
definige (do na izomorfizam), ne pominjuéi eksplicitno Dekartov proizvod skupova.
Naime, vazi sledece tvrdenje.

1.8.12 Teorema Neka je M varijetet algebri jezika L i A; € M, ¢ € 1. Pret-
postavimoda C € M i«;: C — A,, ¢ € I, imaju sledecu osobinu:

Akoje BeMir : B — A;, i € I, tada postoji jedinstven 7 : B — C takav da
slede¢i dijagram komutira za svaki i € I:

(P) . TT, Q0T =T

Tada C' = Hiel A,

Dokaz
Hie] Az L} Az C —)l Al
C Hie] A;
Dijagram 1.8-3 Dijagram 1.8-4

Primetimo da je [[,.; A; € M. Otuda prema osobini (D) direktnog proizvoda

postoji homomorfizam a : C — [],.; A; tako da Dijagram 1.8-3 komutira za svaki

i € I. Sli¢no, prema osobini (P) algebre C postoji homomorfizam 7 : [[,.; A; — C
takav da Dijagram 1.8-4 komutira.
c — A C —— A
Toa To‘z ic Ta,:a,w’c
C C

Dijagram 1.8-5 Dijagram 1.8-6
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Iz komutativnosti dijagrama 1.8-3 1 1.8-4 sledi da je i Dijagram 1.8-5 komutativan
zasvaki¢ € 1. Najzad, za identicko preslikavanje ¢ : ' — C, Dijagram 1.8-6 takode
komutira. Uzimajuéi u obzir uslov jedinstvenosti preslikavanja 7 u (P) sledi

(1) ToQ = ic.

Na slican nacin koristeéi jedinstvenost preslikavanja 7 u svojstvu (D) direktnog
proizvoda, nalazimo

(2) aom=i,,  gdeje A=]] A
i€l

Iz (1) i (2) sledi a: C =], ., A;. &

1.9 Generatori algebri

Neka je A algebra jezika L. Skup X C A generise algebru A ako i samo ako je
A= {ut(a,aq,...,a,) v € Termy, a;,as,...,a, € X,n€ N}.

Dakle, ako skup X C A generise algebru A onda za svaki a € A postoji term
u(@y, Tay -, Ty) jezika L1 ay,as,...,a, € X takvi da je a = u?(ay, as,...,4a,).
Elemente skupa X nazivamo generatorima algebre A i u tom slucaju koristimo
oznaku A = (X)s. Sledeée tvrdenje pokazuje da je homomorfizam u potpunosti
odreden svojim vrednostima na generatorskom skupu domena.

1.9.1 Teorema  Neka su A i B algebre jezika L i pretpostavimo da X C A

generise algebru A. Ako su f,¢g : A — B homomorfizmi onda vazi implikacija
fIX=glX=7F=g

Dokaz Pretpostavimo da je f|X = ¢|X i neka je a € A. Tada postoji term

u(@y, Taye.. ,T,) € Termy 1 ay,as,...,a, € A tako da je a = u?(ay,as,...,4a,).
Tada prema Teoremi 1.6.1 vazi

f(a) = UB(falafa27"' 7fan) = UB(galaga27"' 7gan) :g(a)a

dakle (Ve € A) f(a) =g(a), tj. f=g. &
1.9.2 Primer 1. Jedan primer generatorskog skupa aditivne grupe celih brojeva
Z = (Z,+,-,0) je X = {1}. Ako je h homomorfizam grupe Z u neku grupu G, onda
je preslikavanje h odredeno vrednoséu h(1). Naime, ako je a = h(1), onda je za bilo koji

n€Z, hin)y=n-h(l)=a-n. Ovde jezan >0

a-n=a+a+---+a
N—————

n-puta

dok je za n <0,
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Specijalno End(Z) = {{a - z| © € Z)| a € Z} i nije tesko videti da je

End(Z,o,iz) = (Z,-1).
2. Prsten celih brojeva generiSe bilo koji podskup {a,b} C Z takav da je NZD(a,b) =1
(NZD(a, b) je najvedi zajednicki delilac brojeva a ib). Ova injenica sledi prema Bézoutovoj
teoremi, da jednacina ax + by = 1 u tom sluéaju ima reSenja po z i y u skupu Z. Dakle,
n = a(nz) + b(ny) za bilo koji n € Z.

Vrednost terma ¢ u nekoj algebri A zavisi jedino od promenljivih koje se po-
javljuju u £. Otuda se u izracunavanju vrednosti terma mozemo ogranic¢iti na skoro
konstantne valuacije, tj. takve valuacije ;4 domena A za koje postoji n tako da za
i,7 > n, p(@) = p(j). Zato uvodimo sledeéi skup:

Ao ={p| p:Var—> A,FJa€ AGn € N Vi>npu(l) = a}

Primetimo da za proizvoljnu valuaciju ¢ domena A postoji u € A, tako da je
t4[c] = t*[u]. Prema sledecem tvrdenju svaki podskup X algebre A generise
podalgebru algebre A.

1.9.3 Teorema Neka je A algebra jezika L i X neprazan podskup skupa A.
Tada postoji najmanja podalgebra B C A koja sadrzi X.

Dokaz Dokazujemo da je

B ={t*u]] t € Termg, p€ X}
trazena podalgebra. Najpre dokazimo
(1) B je podalgebra algebre A.

Zaista, ako je ¢ € Consty onda je ¢ i term jezika L, pa za bilo koju valuaciju g € X
vazi ¢® = ¢®[u], odakle sledi ¢* € B.

Dalje, pretpostavimo da je F' funkcijski znak duzine n, zatim b,,bs,... ,b, € B
i neka su &y,ty,...,t, € Termy i py,po,...,p, € Xy takvi da je by = &[],
by = tofps], - -+, bn = tu[un]. Za odgovarajuéu supstituciju promenljivih u termima
ti,4sy ... 1y, moZemo naéi terme u; i valuaciju p € X, tako da je t;[p;] = ufy].
Zaista, neka su z;, %;,... , &, promenljive koje se pojavljuju u termima %, tj.
t; = ti(wa, Tiay ooy 2an,)y 1 < & < n. S obzirom da promenljivih ima beskonaéno
mnogo, mozemo izabrati razli¢ite promenljive y;;, 1 < ¢ < n, 1 < j < k;. Neka su
U, Us, ... , Uy, termi dobijeni iz terma ¢,1,,...,t, supstitucijom promenljivih z;;
promenljivama y;; i neka je p bilo koja valuacija iz X, takva da je p(y;;) = pi(2y5),
1<i<n,1<j<k;. Tada je t#[u;] = u[u], odakle je

FA(byybay ooy bo) = FA(u ], ugpl, o ug[u]) = t4[4]

gde je t = F(uy, us,...,u,). Prema tome F*(b;,bs,...,b,) € B, pa s obzirom da
je X neprazan skup to je i B neprazan, tj. (1) vazi.
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Sada ¢emo dokazati
(2) Svaka podalgebra algebre A koja sadrzi X takode sadrzi B.

Zaista, pretpostavimo da je C' podalgebra algebre A i neka je X C C'. S obzirom
da je C' domen zatvoren za operacije algebre A, to za bilo koji term ¢ jezika L i
valuaciju u € X, vazit[u] € C (ova ¢injenica mogla bi se strogo dokazati indukcijom
po slozenosti terma), tj. B C C. &

Podalgebru B iz ove teoreme takode ¢emo obelezavati sa (X)a. Prema tvrdenju
(2) prethodne teoreme imamo ovaj korolar.

1.9.4 Posledica (X)), =({B| BCA, X C B}.

Ako je Consty neprazan skup nije tesko videti da se uslov nepraznosti skupa X
u prethodnoj teoremi moze izostaviti. Naime, u tom slucaju podalgebra algebre
A generisana praznim skupom je najmanja podalgebra koja sadrzi skup {c*| ¢ €
Consty, }. Sada éemo razmotriti detaljnije kardinalni broj domena algebre generisane
skupom X u zavisnosti od kardinalnih brojeva |X| i |L|. U toj analizi koristicemo
sledeéa tvrdenja teorije skupova.

1.9.5 Lema Neka je X beskonacan skup i k = |X|. Tada vazi:

1. k* = k. Ako je A > 0 kardinalni broj onda k - A = max(k, A).

2. Ako je Py, (X) skup svih konaénih podskupova skupa X, onda je | Py, (X)| = k.

3. Ako je P (X) skup svih kona¢nih nizova elemenata iz X, onda je takode | P, (X)| =|j
k.

Nije tesko videti da su poslednja dva iskaza jednostavne posledice prvog tvrdenja.
Ovde dajemo jedan neposredan dokaz drugog i trec¢eg tvrdenja Leme za prebrojive
skupove. Ocigledno je da se u dokazu bez gubljenja opstosti mozemo ograniciti na
skup prirodnih brojeva, tj. uzecemo X = N. Evo jednog nabrajanja svih konaé¢nih
podskupova skupa NV:

(1.9-1) 0,{0}, {0, 1}, {1}, {1,2},{0,1,2},{0,2}, {2}, {2,3}, {0, 2,3}, ...
P({0,1})
P({0,1,2})

Ovaj niz, oznac¢imo ga sa {S,| n € N), definisan je rekurentnom jednakoséu
(1.9-2) Sonsr = Son_p_y Uln}, neN*, 0<k<2

Nije tesko proveriti, na primer matemati¢ckom indukcijom, da ovaj niz ima sledece
osobine:

e Svaka dva uzastopna ¢lana niza razlikuju se za ta¢no jedan element.

e Prvih 2"*! ¢lanova niza je jednoznacno nabrajanje svih podskupova skupa {0, 1, ..., n}.Jj

Polazeéi od ovih osobina niza 5,, imamo sledece posledice.
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1.9.6 Posledica Neka je X prebrojiv skup. Tada su prebrojivi i ovi skupovi:
PND(X)7 PND(PND(X))7 PND(PND(PND(X)))‘

Podsetimo se da je za proizvoljne elemente x, y vazi (z,y) = {{z},{x,y}}, kao i
da je svaki konacan niz nekih elemenata oblika

{(0,a0), (1, 1), (2,@2), ..., (kyax)}.

Odavde odmah sledi
Poo(N) C Py, (Py, (P (N)))

te je prema Posledici 1.9.6 skup svih konac¢nih nizova skupa prirodnih brojeva, ili
bilo kojeg prebrojivog skupa, prebojiv skup.

Koristeéi ovo tvrdenje mozemo izbrojati terme prebrojivog jezika i skoro kon-
stantne valuacije prebrojivog domena.

1.9.7 Lema 1. Terma prebrojivog jezika ima prebrojivo mnogo, tj. vazi
implikacija:  |L| < Ry = |Termy | < .
2. Ako je A najvise prebrojiv skup tada je i A, najvise prebrojiv skup.

Dokaz (1) Primetimo da je svaki term jezika L konacan niz elemenata (prebro-
jivog) skupa LU VarU {(,),,}, te je |Termp| < N,.

2. Svaki ¢lan p € A, je oblika pp = {a;,as,... ,a,,b,b,b,...) za neki n, pa mozemo
uzeti da je A, = P, (A4) x A. Otuda je
[Asc] = [Poc(A) X A = [P (A)] - |A] <Ro - Ro =Ry <

1.9.8 Teorema Neka je A algebra najvise prebrojivog jezika L i neka je X C A
najvise prebrojiv skup. Tada je |[{X)a| < N,.

Dokaz Preslikavanje o : Termp x X, — (X )4 definisano sa
o (tp) =t ), t € Termy, p€ X,

je preslikavanje na, odakle sledi
(X)al < |Termy x Xoo| = |Termp |- | Xoo| < R - Ng = R &

Prethodnu teoremu dokazali smo koristeé¢i poseban slu¢aj Leme 1.9.5, tj. slucaj
|X| = Ro. Koristeéi ovu lemu bez ogranicenja na slican nacin kao u Teoremi 1.9.8
dokazuje se sledeca generalizacija Teoreme 1.9.8

1.9.9 Teorema Neka je A algebra proizvoljnog jezika L i X C A. Tada vazi:

[(X)al < max{No, L], | X|}.

Prema sledeéoj posledici svaki netrivijalan algebarski varijetet ima veoma mnogo
neizomorfnih algebri. Podsetimo se da je algebarski varijetet netrivijalan ako sadrzi
algebru koja ima bar dva elementa.
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1.9.10 Teorema Neka je L najvise prebrojiv algebarski jezik. Ako je varijetet
N neke teorije jezika L netrivijalan, onda za svaki beskonacan kardinalni broj k,
M sadrzi algebru kardinalnosti k.

Ako M ima bar jednu netrivijalnu konacnu algebru, onda M sadrzi beskonacno
mnogo neizomorfnih konaénih algebri.

Dokaz Pretpostavimo da je A € M netrivijalna algebra, k beskonacan kardinalan
broj, S skup kardinalnosti ¥ i B = A®. Primetimo da je domen algebre B Dekartov
stepen A°, kao i da za njega vaizi:

Bl = 4% = |A]!* > 2.

Prema Kantorovoj teoremi, 2! > |S|, tj. |B| > k pa B sadrzi podskup od k
elemenata. Neka je X C B, |X| = ki C = (X)s. Prema prethodnoj teoremi
imamo |C| = k 1 takode ovaj niz implikacija

AeEM=>A"eM=CeM

Dakle, 9 sadrzi algebru kardinalnosti &, i to je C.

Ako je A € M konac¢na netrivijalna algebra, onda je za svaki prirodan broj n,
A" € M. S obzirom da su za razlicite m 1 n domeni A™ 1 A” razli¢ite kardinalnosti,
to algebre A™ i A™ nisu izomorfne, pa je ovim dokazan i drugi deo teoreme. &

Specijalan slucaj prethodne teoreme je da svaki netrivijalan algebarski varijetet
prebrojivog jezika sadrzi prebrojivu algebru. Dalje, ako je 91 bilo koji podskup
algebri netrivijalnog varijeteta 9, onda postoji algebra A € M koja nije izomorfna
ni jednoj algebri iz 91; to ce biti bilo koja algebra A iz M ¢ija je kardinalnost veca
od kardinalnosti svake od algebri iz 91, a takva algebra postoji prema prethodnoj
teoremi.

1.10 Kongruencije i koli¢cnicke algebre

Do sada smo razmotrili nekoliko moguénosti pomocu kojih se polazeéi od date al-
gebre mogu dobiti neke druge algebre. Takve konstrukcije su, na primer, Dekartov
stepen algebre i podalgebre generisane podskupovima. Pojam kolicnicke algebre
je jos jedna konstrukcija ove vrste. U definiciji koli¢nickih algebri klju¢nu ulogu
ima pojam relacije kongruencije tj. relacija ekvivalencije domena koja je saglasna
sa operacijama algebre. Podsetimo se da je relacija ekvivalencija skupa A binarna
relacija o skupa A koja zadovoljava ove uslove za sve x,y, z € A:

1. zox, o je refleksivna relacija.
2. xoy = yozx, o je simetricna relacija.
3. zoyANycz = xoz, o je tranzitivna relacija.

Podsetimo se da je zoy drugi zapis za (2,y) € 0. U ovo] skupovnoj notaciji
prethodni uslovi se mogu ovako izraziti. Relacija o C A? je relacija ekvivalencije

skupa A akko

e A, Co, uslov refleksivnosti za o.
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e 0! =0, uslov simetri¢nosti za o.
e coo Co, uslov tranzitivnosti za o.

Ay = {(z,2)] » € A} je dijagonala skupa A, o7 = {(z,y)| (y,z) € o} je
inverzna relacijarelaciji o, dok je simbol o oznaka za proizvod (kompoziciju) relacija.
Napomenimo da je proizvod binarnih relacijaa C Ax Bi 8 C Bx( binarna relacija
T C A x C, uoznaci oo 3, gde je

aoﬁ:{(x,y)EAXC| Jue B (x,u)Ea/\(u,y)Eﬁ}

Neka je o relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije elementa a € A je afo = {x €
A| zoa}, dok je koliénicki skup A/o = {a/o| a € A}. Najzad, napomenimo da je
uobi¢ajeno da se simbol ~ koristi kao oznaka za relaciju ekvivalencije.

1.10.1 Primer Nekaje f: A — B bilo koje preslikavanje. Tada mozemo definisati
slede¢u relaciju ekvivalencije ~ domena A

Vo,y€ A z~y & flz)= fy)

U ovom slucaju je A/~= {f[{b}]l b € F(A)}, gde je B} = {r € Al () = b,
b€ B. Dakle, ako je f preslikavanje na, onda je A/~= {f1[{b}]| b € B}.
1.10.2 Primer Kongruencija po modulu prirodnog broja m, koja je definisana
ekvivalencijom

r=myemls—y wyel

je relacija ekvivalencije skupa celih brojeva. Klasa ekvivalencije elementa r € Z je r/~=
{km + r| k € Z}. Ovaj skup obelezavamo takode sa mZ + r. Ako je m = 0, tada se =,
poklapa sa jednakos¢u i prema tome r/~= {r}. Ako je m = 1, tada je =, puna relacija,
tj. svaka dva cela broja su u relaciji, dakle r/~= Z za svaki ceo broj r. Ako je m > 1,
tada ima kona¢no mnogo klasa ekvivalencija; to su mZ,mZ +1,... ,mZ + (m —1).
1.10.3 Primer Neka je M algebarski varijetet jezika L i neka je u = v algebarski
zakon jezika L. Ako za svaku algebru A € M vazi A |= u = v, onda pisemo M | u = v.
Relacija ~ definisana pomocéu

u~v akko ME=u=v, u,ve& Termy,

je primer jedne relacije ekvivalencije skupa Termp.

U bliskoj vezi sa pojmom relacije ekvivalencije je pojam particije, ili razbijanja
skupa.

1.10.4 Definicija Mnostvo skupova X = {X;| i € I} je particija ili razbijanje
skupa A akko su zadovoljeni sledeéi uslovi:

LYiel Xi#0.

2. UiGI X, = A

3V, jel i#j=>X;NX; =0

Ako ne koristimo indekse, prema prethodnoj definiciji, X' je particija domena A
akko X zadovoljava sledeée uslove:

VX ex X #10,
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Uax =4,

VX,)Y eX X£Y = XnNnY =§.

Sledeéa teorema ukazuje na postojanje bliske veze izmedu pojmova relacije ekvi-
valencije i particije skupa.

1.10.5 Teorema 1. Ako je ~ relacija ekvivalencije skupa A, onda je A/~
particija skupa A.
2. Ako je X particija skupa A, onda je relacija ~ skupa A definisana pomocu

r~ys (3X ed) vye X, r,y€ A

relacija ekvivalencije skupa A i pritom je Aj~= X .

Dokaz 1. Iz refleksivnosti relacije ~ sledi a € a/~, pa je ispunjen prvi uslov
Definicije 1.10.4, a takode i A C | J,c 4 a/~. 1z a/~C Asledi|J, ¢, a/~C A, t]. ispu-
njen je i drugi uslov Definicije 1.10.4. Najzad, pretpostavimo da je a/~ Nb/~+# 0,
inekajec€a/~Nb/~,tj. c~aic~b,dakleia~b. Iz x € a/~ sledi ¢ ~ a, pa
prema uslovu tranzitivnosti za ~, vazi @ ~ b, dakle € b/~, tj. a/~C b/~. Sli¢no
je b/~C af~, dakle a/~= b/~, sto znaci da je ispunjen i treéi uslov Definicije
1.10.4.
2. Tz uslova | J&X = A za proizvoljan @ € A postoji X € X tako da je a € X, dakle
vazl a ~ a. Uslov simetricnosti za ~ je ocigledan, dok iz a ~ b, b ~ ¢ sledi da
postoje X,Y € X takvi da je a,b € X, b,c € Y, tj. X NY # (). Prema tome
X =Y,paa,c€ X, tj. a~ c, $to znaci da je ~ 1 tranzitivna relacija.

Dalje, neka je a € X. Za proizvoljan b € a/~ postoji Y € X tako da je a,b €Y.
Iz uslova disgjunktnosti za clanove iz A, sledi X =Y i b € X. Dakle, pokazali smo
da je a/~ C X. Za bilo koji ¢ € X iz uslova a € X sledi a ~ ¢, tj. ¢ € a/ ~, pa je
X Ca/~1iotuda X = a/~. Prema tome vazi
1) Af~ C R

Ako je X € X, onda iz uslova nepraznosti ¢lanova mnostva X mozemo izabrati
neki element a € X i prema prethodnom onda je X = a/~, dakle X C A/~, sto
prema (1) daje X = A/~. &

Vazan pojam u vezi sa pojmom relacije ekvivalencije je kanonsko preslikavanje
k: A — A/~ koje se definise na sledeéi na¢in: k : a = a/~, a € A. Prema
tome kanonsko preslikavanje svakom elementu domena A pridruzuje njegovu klasu
ekvivalencije. Primetimo sledeca svojstva kanonskog preslikavanja:

o k:AH A/~
e a~bs kla)=k(b), abe A
1.10.6 Primer Za relaciju ekvivalencije iz Primera 1.10.2 koli¢nicki skup je Z/~=
{nZ +i| i€ Z.}.
Jedan od fundamentalnih pojmova algebre je pojam relacije kongruencije. Na-

ime, re¢ je o relacijama ekvivalencije neke algebre koje su saglasne sa operacijama
te algebre. Evo i stroge definicije tog pojma.
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1.10.7 Definicija Neka je A algebra jezika L. Binarna relacija ~ domena A je
kongruencija algebre A akko vazi:

1. Relacija ~ je relacija ekvivalencije skupa A.
2. Relacija ~ je saglasna sa operacijama algebre A, tj. za sve F' € Funy duzine ki
SVe ay, Uy, ..., a; € A, k vazi:

al~b1/\---/\akok:>FA(a1,a2,...,ak)NFA(bl,bQ,...,bk).

Ako je F'* binarna operacija algebre A, na primer #, tada se uslov iz definicije
svodi na ovaj uslov:

ap ~ by Aay ~ by = ay xay ~ by %bs, ap,a0,b,0, €A

U slucaju kongruencija, a/~ naziva se klasom kongruencije elementa a.

1.10.8 Primer 1. Jednakost na skupu A je kongruencija bilo koje algebre A sa
domenom A. Primetimo da je ~= A4, dok je A/~= {{a}| a € A}.
2. Drugi primer kongruencije koja je takode definisana na proizvoljnoj algebri je tzv. puna
kongruencija, kod koje su svi elementi domena A uzajamno kongruentni. U ovom sluc¢aju
je ~= A% dok je A/~={A}.

Algebre koje imaju jedino ove dve vrste kongruencija nazivaju se prostim.
3. Neka su A i B algebre jezika L i neka je h: A — B. Relacija ~ definisana pomoéu:

z~y&h(z)=h(y), z,yeA

je kongruencija algebre A (vidi Primer 1.10.1). Dokazimo da je relacija ~ saglasna
sa operacijama algebre A. Neka je F' € Fun; duzZine k i1 pretpostavimo da elementi
ai,as,...,ak,b1,ba, ..., by pripadaju domenu A. Tada:

ar Nbl,...,ak ~ by = hay :hbl,...,hak :hbk,

a s obzirom da je h homomorfizam onda je

hFA(al,aQ,... ,ak):FB(hal,haQ,... ,har)
= FB(hby, hbs,...  hby) = hF*(a1,az,... a;)

tj. F&ar,az,... ,ax) ~ F&(by, by, ... by).

Ovu kongruenciju nazivamo jezgrom homomorfizma h, i obelezavamo je sa ker(h). Dakle
ker(h) = {(x,y) € A?| ha = hy}. Videéemo kasnije da je svaka kongruencija algebre A
ustvari jezgro nekog homomorfizma.

4. Relacija =, je kongruencija prstena celih brojeva (vidi Primer 1.10.2). Na primer, za
r1, T2, Y1, Y2 € 4 vail ovaj niz implikacija:

T1 =n Y1,T2 =n Y2 = R|T1 — y1,T2 — Y2

= n|(z1 +@2) — (11 + 42) = @1 + 2 =n 1 + 42,

tj. =n saglasna je sa operacijom + prstena Z. Dalje, ako je 1 =, y1, #2 =» y2, onda za
neke o, 8 € Z, 1 = y1 + an, x2 = y2 + Bn, odakle je

z1z2 — y1y2 = n(y1 8 + Yo + affn)
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t]. x122 =n Y1Yy2, Sto znadi da je =, saglasna i sa operacijom mnoZenja u Z.

Primetimo i ove osobine kongruencije =,,. Neka je = ceo broj. Tada vazi:

o o/, ={z}, tj, =o je jednakost.
e o/ =Z,tj, =1 je puna kongruencija strukture Z.
e Ako je n > 1 onda postoji jedinstven k € {0,1,...,n — 1} tako da je z =, k.

Zaista, neka je k najmanji prirodan broj za koji postoji ¢ € Z tako da je x = gn + k.
Nije tesko videti da je 0 < k < n. Ako jer € {0,1,...,n — 1} takav da je r =, #, onda na
osnovu tranzitivnosti relacije =y sledi & =5 r, tj. n|k — r, a s obzirom da je |k — r| < n,
sledi |k —r| =0, tj. & = r. Vidimo da je zapravo k = rest(z,n) = pn(x). Prema tome,
skup klasa kongruencija relacije =, za n > 1 izgleda ovako:

o Z)= ={nZnZ+1,....nZ +(n—-1)}
o Lako je proveriti da su celi brojevi x, y kongruentni po modulu n akko imaju iste ostatke
dobijene deljenjem sa n, tj. vazi ekvivalencija

z =y y & rest(z, n) = rest(y, n),

dakle z =, y & pn(z) = pn(y). Prema tome relacija =, je jezgro homomorfizma
pn il — L.

1.10.9 Teorema Neka su q;, i € I, kongruencije algebre A. Tada je q = [ ¢
takode kongruencija algebre A. el
Dokaz Neka su x,y,z € Z. Tada vazi:

(1) q je refleksivna relacija:

(z,2) €Eqjer (x,2) € q; zasve i€l

(2) q je simetri¢na relacija:

(z,y) € q=Vi (v,y) €Eq: = Vi (y,x) € ¢; = (y,2) € ¢.

(3) Najzad, ¢ je tranzitivna relacija:

(x,y) €EqNA(y,2) €Eq=Vi (x,y) €Eqi N (y,2) € ¢
=>Vi (z,2) €q; = (2,2) €q.

4) Dokazimo da je ¢ saglasna sa operacijama algebre. Neka je F* operacija algebre
g g g
A duzine n ineka su z,,...,2, € A. Tada za (2,,41),..., (¥, Yn) € ¢ vazi:

Vi ($17y1)7-.-7($n7yn) EszVl (FA(xla”wxn)?FA(yl"'"y")) €4
= (FA(1, ey 2), FAn, o 0)) € 4. o

1.10.10 Posledica Ako je r binarna relacija domena A algebre A, onda postoji
najmanja kongruencija algebre A koja sadrzi r.

Dokaz ¢ =[){s| s je kongruencija algebre A i r C s} je najmanja kongruencija
algebre A koja sadrzi r. &
Neka je A algebra jezika L, i oznacimo sa C(A) skup svih kongruencija algebre

A; tada je (C(A), C) parcijalno ureden skup. Neka su p,¢ € C(A). S obzirom na
Teoremu 1.10.9 vazi pNg = inf{p, ¢}, dok prema Posledici 1.10.10 u ovom parcijalno
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uredenom skupu postoji i sup{p, g}, to je presek svih kongruencija algebre A koje
sadrze p i ¢. Nije tesko videti da je po g = sup{p,¢}. Zaista, kako je A, C p,q,
onda p=po/A, Cpogq,islicnoq Cpog,tj. poq je gornja granica skupa {p, q}.
Pretpostavimo da je r neka gornja granica skupa {p,¢}; tada p,¢ C r. Neka su
a,b € A takvi da je a(pogq)b. Onda postojic € A tako dajeapcicqb, daklearci
crb, paa(ror)b. S obzirom na tranzitivnost relacije r, sledi r o » C r, prema tome
arb, tj. pog C r. Dakle pog¢ je najmanja gornja granica skupa {p,q}. Prema
prethodnom, algebra (C(A),0,N) je mreza, tzv. mreZa kongruencija algebre A.

1.10.11 Primer Neka su m i n pozitivni prirodni brojevi i neka je ~ presek kongru-
encija =y, 1 =,. Tada za cele brojeve x,y vazi

r~ySr=pyAz=pyS mn| -y NILS(m,n)| v —y,

gde je NZS(m, n) najmanji zajednicki sadrzalac brojeva m, n. Dakle, relacija ~ je =, gde
je k = NZS(m, n).

Kongruencija ~ algebre A odreduje na prirodan nac¢in konstrukciju koli¢nicke
algebre A /~. Sledeé¢a lema obezbeduje korektnost definicije ovog pojma.

1.10.12 Lema Neka je A algebra jezika L, F funkcijski znak jezika L duzine n
i ~ relacija kongruencije algebra A. Tada za sve a;,...,a,,b,...,b, € A vazi:

ay[~=by [~ an [~= by~ = FRay, . a,) [~ = FA(by, b))~

Dokaz Ako je za sve 1 < i < n, a;/~= b;/~, onda je takode za sve 1 < i < n,
a; ~ b;, pa kako je ~ kongruencija, to je F*(a,...,a,) ~ F&(b,,...,b,), odakle
sledi F2(ay,...,a,)/~= F*(b,...,b,)/~. &

1.10.13 Definicija Neka je A algebra jezika L i pretpostavimo da je ~ kongru-
encija algebre A. Kolicnicka algebra algebre A po kongruenciji ~ je algebra A/~
jezika L kod koje su domen i operacije definisani na slede¢i nacin:
(1) Domen je A/~.
(2) Ako je c € Consty, onda je ¢/~ = ¢® [~.
(3) Ako je F € Fung duzinen iay,...,a, € A, onda je
FAS(ay [~y an/~) = F2ay, ... a,)/~.

Definicija koli¢nicke algebre je korektna jer prema prethodnoj lemi vidimo da
vrednost operacije F4/~ ne zavisi od izbora predstavnika iz klasa ekvivalencija
Cli/N.

1.10.14 Teorema Neka je A algebra jezika L i ~ kongruencija algebre A. Tada
je A/~ homomorfna slika algebre A.

Dokaz Neka je k : A — A/~ kanonsko preslikavanje, tj. k : 2z +— a/~, ¢ € A.
Dokazujemo da je k: A = A/~
Zaista, ako je ¢ € Consty, onda je k(c®) = ¢ /~= c?/~.
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Ako je F' € L funkcijski znak duzine n, i a4,...,a, € A, onda je

E(F™ay,...,a,)) = F*ay,...,a,)/~
= F2~(ay [~y .. a,)~)
= F*~(kay,..., ka,).

Dakle, k je homomorfizam iz algebre A u algebru A/~. S obzirom da je svaki
element domena A/~ oblika a/~= k(a), to je k epimorfizam. &

1.10.15 Posledica Algebarski varijeteti zatvoreni su za konstrukciju koli¢ni¢kih
algebri, tj. ako je 9 algebarski varijetet onda

AeM=A/~eM.

1.10.16 Primer 1. Neka su A i B algebre algebarskog varijeteta 90 i neka je h :
A — B. Tada je A/ker(h) € M.

2. Neka je ~ kongruencija algebre A ik : A — A/~ kanonski homomorfizam. Tada za sve
z,y € A vaii & ~ y akko k(z) = k(y), tj. ~ je jezgro homomorfizma k (videti napomenu
u Primeru 1.10.8.3).

1.10.17 Primer Neka je pp : Z — Z,, homomorfizam iz Primera 1.5.3. Tada je =,
jezgro homomorfizma p,, dakle Zn /ker(pn) = Zn/=, = {nZ,nZ+1,... ,nZ + (n — 1)}.
Za operacije kolicnicke algebre Zn /= = (Zn/=,,®, ©,0,1)i 0<a,b < n vaii

nZ4+a)®nZ+b)=nZ+(a+,b), (nZ+4+a)®nZ+b)=nZ+(a-nb),

dokje0=nZil=nz+1.

U daljem izlaganju takode cemo koristiti sledece tvrdenje koje se odnosi na bi-
narne operacije i kongruencije.

1.10.18 Lema Neka je A neprazan skup i neka je ~ relacija ekvivalencije domena
A. Ako je x binarna operacija domena A i ako vazi:

T~y a*xr~axy, rika~y*a, a,z,yEA

tada je ~ saglasna sa *.

Dokaz Nekasu z,,y, 2.,y € A, 1 pretpostavimo z; ~ y;, £, ~ y». Tada,
Ty ¥ T~ Y ¥ Loy Y1 ¥ T2~ Y1 ¥ Y2

odakle nalazimo x; * x ~ ¥y * yo. o

Neka je h : A — B homomorfizam. Nije tesko videti da je h(A) podalgebra
algebre B, i tu ¢emo algebru oznaciti sa hA. Homomorfizam h moze se razloziti
na proizvod jednog epimorfizma, jednog izomorfizma i jednog monomorfizma. To
tvrdi sledeéa teorema.
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1.10.19 Teorema o razlaganju homomorfizma  Neka su A i B algebre jezi-
ka L, neka je h : A — B homomorfizam i neka je k : A — A/ker(h) kanonski
homomorfizam. Tada je inkluziono preslikavanje i : x — x,x € h(A), homomorfi-
zam iz algebre hA u algebru B i postoji izomorfizam h' : A fker(h) = hA tako da
je h=1toh'ok. Drugim recima (D) je korektno definisan i komutativan dijagram.

A - B
Razlaganje homomorfizma h

(D) lk T
. h=ioh'ok
A/ker(h) —— hA
Dokaz S obzirom da je hA C B, prema Teoremi 1.7.3 inkluziono preslikavanje
i : hA — B je utapanje. Dalje, oznacimo sa ~ kongruenciju ker(h), tj. z ~ y <

h(z) = h(y) za sve z,y € A. Dakle, k(z) = 2/~ za ¢ € A. Najzad definigimo
preslikavanje 2’ : A/~ — h(A) pomocu h': x/~— h(z),x € A. S obzirom na

rf~=y/~ S x~ys h(z) =h(y)
odmah nalazimo da je h’ dobro definisano i 1 — 1 preslikavanje. Dalje,

(ioh' o k)(z) = (i o W) (k(x)) = (i 0 W) (2/~) = i(M(2/~)) = i(h(x)) = h(z),

pa h = ioh’ok. Dokazimo da je h' : A/ker(h) = hA. Ako je ¢ simbol konstante
jezika L, onda h'(cF) = h(c®) = ¢®. Neka je F' € L funkcijski znak duzine n. S
obzirom da je za a;,a.,...,a, € A:

FA/”(al/~,a2/~,... yn/~) = F2(ay,ag,. .. ,a,)/~,

imamo

R(FAF (ay [~y ayf~y .o yan[~)) = h(F*(ay, ay, ... ya,)) =
F®(hay, hay, ... ha,) = FP(R'(a,/~), K (as/~), ..., K (a,/~)).
Dakle 2’ je utapanje algebre A/~ u algebru B. Kako je h'(A/~) = {h(z)|z € A} =
h(A), to je h' : A/~ = hA. &
1.10.20 Primer Nekajen € Nif:Z — Z, homomorfizam iz prstena celih brojeva
Z u prsten ostataka Z,, gde je f(x) = rest(z,n), x € Z, funkcija ostatka. Tada je =,

jezgro homomorfizma f, dok je f(Z) = Zn, a f' : #/=pn+ rest(z,n), = € Z. Dakle,
razlaganje homomorfizma f izgleda ovako:

7z — .7,
lk ] f=iz, of ok

Z/= — 1 7,
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Zadaci

1.1 Neka je ureden par (z,y) elemenata z,y definisan kao u Primeru 1.1.10.
Dokazati da vazi: (z,y) = (¢, y) > e =2,y =1y

1.2 Proveriti da je algebra A monoid, gde:

a. A = (5% 0,i,), operacija o je slaganje funkcijaiiy : x v z, v € A.

b. A = (M,,-,I), M, je skup kvadratnih matrica reda n nad nekim poljem, I je
identicka matrica i - je operacija mnozenja matrica.

c. A =(5%-¢), gde je 5* skup rec¢i nad nekom azbukom S, - je operacija dopisi-
vanja (konkatenacija) reci i e je prazna rec.

1.3 Proveriti da je algebra A grupa, gde:

a. A= (PX,A,71,0), UAV je simetri¢na razlika skupova U i V, U™ = U.
b. A= (A, 1),gdeje A={x+yvV2+2:V4|x,y,2 € Q x>+ 4> + 2> £ 0}.
c. A=(5x,0,Yix), Sx={f|f:X %) X}, 1o je slaganje fukcija.

1.4 Proveriti da je algebra A prsten sa jedinicom, gde:

a. A= (P,+,-0,1), gde je P skup svih kompleksnih brojeva koji se mogu konstru-
isatli u komplesknoj ravni uz pomo¢ lenjira i Sestara, pretpostavljajuéi da se jedi-
ni¢na duz moze konstruisati, dok su + i - uobicajene operacije sabiranja i mozenja
kompleksnih brojeva. b. A = (PX,A,N,H, X).

c. A= (M,,+,-0,I), M, je skup kvadratnih matrica reda n nad nekim poljem,
dok su + i - uobi¢ajene matri¢ne operacije, I je jedini¢cna matrica reda n.

1.5 Proveriti da je algebra A Bulova algebra, gde:

a. A jeiskazna algebra ({0,1},V,A,/,0,1). b. A =(PX,U,N,*0, X).

c. A=(5U,n,*0 X),S je mnostvo svih otvoreno—zatvorenih podskupova nekog
topoloskog prostora X.

d. A= (5Un, 0 X), S je mnostvo svih regularno otvorenih podskupova
nekog topoloskog prostora X, a za U~! se uzima unutrasnjost skupa U¢. (Podskup
U topoloskog prostora X je reqularno otvoren akko je jednak unutrasnjosti svog
zatvorenja).

1.6 (Term algebra) Nekaje L ={F,, Fs,...,Fp,c1,¢s,...,c,} algebarski jezik.
Dokazati da je (Termy, fi, foy ..., fins €1, €2, .. ,¢,) algebra jezika L ako je:
fi(t17t27 P 7tkz) = Fl’(tl,tQ, - 7tkz)7 1 S Z S m, kl = ar(fl’).

1.7 Neka je G grupoid sa neutralnim elementom. Dokazati da G sadrzi maksi-
malan podgrupoid S koji:

a. zadovoljava komutativan zakon, b. zadovoljava asocijativan zakon,

c. zadovoljava 1 asocijativan i komutativan zakon.

1.8* Algebarski zakon u = v jezika L je netrivijalan ako su termi u i v razliciti.
Dokazati da svaka konacna algebra jezika L, kod kojeg je Fun; # ), zadovoljava
neki netrivijalan zakon.

1.9 Neka je M = (M, V,A) mreza, i neka je < binarna relacija domena M
definisana pomoéu z < y < x = A y. Dokazati da je a. (M, <) parcijalno ureden
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skup, b. 2 <yakkoy=aVy, c. 2Vy=sup{z,y}, z Ay =inf{z,y}, kaoi d.
(VY Az>(2A2)V(yAz).

1.10 Dokazati da je (N,NZS,NZD) mreza. Dokazati da je relacija < definisana
u prethodnom zadatku zapravo relacija deljivosti. Dokazati da je 1 najmanji, a 0
najveéi element ove mreze u odnosu na to uredenje.

1.11* Nekaje A = (4,V,A) mreza. Dokazati da su sledeéa tri uslova ekvivalent-
na:

a. Zasvez,y,z € Avaiir iz e ANy < z,x <yVzsledi z <z,

b. Zasve x,y,z€ Avail (xVy)Az<(xAz)Vy,

c. Mreza A je distributivna.

1.12 Neka je A komutativna grupa i neka je EndA = (EndA, +,0,0,i4), gde je
(Vo € A)0(z) =0, (Vf,g € EndA)(Vz € A)(f +¢)(z) = f(z) +* g(z). Dokazati da

je EndA prsten sa jedinicom.

1.13  Neka je (G,-, 1) monoid. Algebru A = (A4, f,)eca definiemo na slededi
nacin: A = G,izasvakoa € A, f, : A — A je desna translacija, tj. Vo € A f,(z) =
z - a. Slicno definisemo levu translaciju h, : A — A, gde V& € Ah,(2) = a- 2.
Dokazati: a. Za sve a € A, h, je endomorfizam algebra A.

b. (EndA,o,i,) = (G, 1).

1.14 Nekasu f: X — Y ig: X' — Y’ proizvoljna preslikavanja. Dekart-
ov proizvod preslikavanja f 1 ¢ je funkcija h : X X X’ — Y x Y’ definisana po-
moéu h(z,z') = (f(z),g(z')). Ovo preslikavanje oznacavamo i sa (f,g). Neka su
A, A’ B, B’ algebre jezika L, inekasu f: A - A’, g : B — B’. Dokazati da je
(f, g) homomorfizam iz algebre A x A’ u algebru B x B'.

1.15 Neka su A i B algebre jezika L. Dokazati da postoji monomorfizam grupe
AutA x AutB u Aut(A x B).

1.16 Nekasu A;, B; algebre jezika L, ¢ € I. Dokazati:

a. Ako je za svaki ¢ € I, algebra B; homomorfna slika algebre A, tada je []
homomorfna slika algebre [],.; A..

b. Ako jezasveic I, A; = B, tada [[,.; A; =]

B;

ier
ier B

1.17  Navesti primer beskonac¢ne algebre (grupoida) A tako da za svaki prirodan
broj n > 0 vazi A” = A.

1.18 Netrivijalna algebra A je dekompozibilna ako postoji algebra B tako da je
A = B x B. Dokazati da svaka dekomposibilna algebra ima netrivijalan (tj. razlicit
od i4) automorfizam.

1.19 Neka je A netrivijalna algebra. Dokazati da je AutAY beskonacan skup,
tacnije |[AutA™N| > 280,

1.20 a. Neka je n € N*. Dokazati da postoji grupoid koji ima tacno n elemenata
i koji nema pravi podgrupoid.
b. Dokazati da postoji prebrojiv grupoid koji nema pravi podgrupoid.
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c. Dokazati da svaka neprebrojiva algebra najvise prebrojivog jezika sadrzi pravu
podalgebru.

1.21 Dokazati da je svaka beskonacna grupa generisana jednim elementom i-
zomorfna aditivnoj grupi celih brojeva.

1.22  Dokazati da aditivna grupa racionalnih brojeva (@, +,—,0) nije kona¢no
generisana.

1.23 Neka je A konacno generisana algebra najvise prebrojivog jezika. Dokazati
da je End A najvise prebrojiv skup.

1.24* Neka je A konacno generisana algebra i B prava podalgebra algebre A
(dakle B # A). Dokazati da postoji maksimalna prava podalgebra C C A koja
sadrzi B.

1.25* Neka je A prebrojiva algebra konac¢nog jezika. Dokazati da je [AutA| < N,
ili |[AutA| = 2%,

1.26 Dokazati da nabrajanje 1.9.-1 kona¢nih podskupova prirodnih brojeva ima
pobrojana svojstva kod 1.9.-2.

1.27 Neka je p,, broj svih relacija ekvivalencije skupa od n elemenata. Dokazati
da vaji ppy; = Z?:o (’Z)pi, gde p, = 1. Izracunati p;g0.

1.28 Dokazati da je svaka kongruencija prstena celih brojeva oblika =, za neki
prirodan broj n.

1.29  Dokazati da je mreza kongruencija prstena celih brojeva izomorfna mrezi

(N,NZD, NZS).

1.30  Neka je S skup algebri jezika L takav da je za sve A, B € §, Ax B €
S. Dokazati da je = kongruencija grupoida (S, x) i da je (S, x)/= komutativna
semigrupa.

1.31 Dokazatida je proizvod gor kongruencija g, r algebre A, takode kongruencija
ako i samo ako vaziqor =rogq.

1.32 a. Neka je M = (M, Vv, A) mreza. Dokazati da je M modularna mreza akko
uMvazi: y<z=(zVy Az<(zAz)Vy.

b. Neka je A algebra sa svojstvom: Za bilo koje dve kongruencije ¢, r vazi gor =
rogq. Dokazati da je (Q4, 0, A) modularna mreza, gde je Q4 skup svih kongruencija
algebre A.

1.33  Neka je (A;|i € N) proizvoljna familija algebri jezika L i pretpostavimo
§ C PN, gde je N skup prirodnih brojeva. Dalje, neka je za f,g € [[;cn A
relacija ~ definisana pomocu f ~ g < {i € N| f(i) = g(i)} € S. Dokazati da je ~
kongruencija algebre [ ], A; ako je:

a. § ={X C N| X je konacan}.

b. § = {X C N|m € X}, m je neki fiksiran prirodan broj.

c. S={X CN|red Y 1/n konvergira}.

neXxe
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d. S ima sledeéa svojstva: (i) N€ S, (i) X €S, XCYCN=Y €S,
iii) X,YeS=XNnY €S



2. Algebre sa relacijama

Algebarski varijeteti predstavljaju jednu mogucu klasifikaciju algebri datog jezika.
S druge strane, mnoge znacajne klase algebri ne mogu se u tom formalizmu na
pogodan nacin predstaviti. Na primer, videli smo da ne postoji algebarska teori-
ja, v. Posledicu 1.8.10, koja opisuje tacno klasu svih algebarskih polja. Isto tako
ima vaznih primera algebri na kojima su definisane odredene relacije koje su vezi
sa operacijama date algebre kao $to su, na primer, uredena polja. Takve prosirene
strukture nisu obuhvadene formalnom definicijom algebre. Stoga su razvijeni for-
malni sistemi koji izmedu ostalog dopustaju izucavanje i takvih primera algebarskih
struktura. Ovom prilikom spomenimo dva takva formalizma: teoriju modela i teori-
ju kategorija. Za teoriju modela smatra se da je to oblast smestena izmedu algebre i
logike. Jedan deo ove oblasti, takozvani sintaksni deo, zasnovan je na predikatskom
racunu. Zato ¢emo najpre izlozite neke osnovne konstrukcije predikatskog racuna.

2.1 Teorije prvog reda

Predikatski racun omogucava dalju i finiju klasifikaciju algebri, opstije algebri sa
relacijama. Dok klju¢no mesto u definiciji algebarskog varijeteta ima pojam alge-
barskog zakona, to mesto u predikatskom ra¢unu ima pojam predikatske formule.
Slicno termima, predikatske formule su dobro definisani izrazi nekog jezika L, u
ovom slucaju nekog algebarskog jezika prosirenog skupom relacijskih simbola. Dak-
le,

L = Const; UFun; U Rel;,

gde su Consty, Funz i Rely uzajamno disjunktni skupovi simbola, a Consty U Funp,
je algebarski jezik. Elemente skupa Rel; nazivamo relacijskim simbolima 1 kao kod
funkcijskih simbola svakom R € Rely pridruzena je arnost, ili duzina, ar(R). To je
prirodan broj koji govori koliko argumentnih mesta ima simbol R.

U definiciji formula jezika L predikatskog ra¢una prvog reda, pored simbola jezika
L, skupa promenljivih Var, pomoénih simbola (,),, i simbola jednakosti =, u¢estvuju
i ovi logicki znaci:
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Logicki veznici:
= - znak negacije,

A - znak konjunkcije (7), V - znak disjuncije (i),
= - znak implikacije, & - znak ekvivalencije.
Kuvantifikatori:

3 - egzistencijalni kvantifikator, V - univerzalni kvantifikator.

U izgradnji formula najpre se definisu atomi¢ne formule. To su formule oblika
u=wv, 1 R(up,ta,...,uy,)

gde su u,v,uy, Us, ..., u, € Termy 1 R € Rely je duzine n. Ako je R binarni
relacijski simbol, dakle duzine 2, onda R(x, y) zapisujemo takode u infiksnojnotaciji,
z Ry. Na primer, u sluc¢aju specijalnih binarnih relacijskih simbola, kao §to su <, ~,
u formulama uglavnom pisemo z < y, # ~ y umesto < (x, y), odnosno ~ (z, y). Isto
tako, kod binarnih relacijskih znakova, kao §to su na primer =, €, umesto =(z = y),
—(x € y) pisemo krace x £y, v € y.

Neka je At; skup svih atomi¢nih formula jezika L. Formalna definicija formula
nekog jezika L je induktivnog karaktera. Naime, najpre induktivno definiSemo niz
skupova F,, na sledeéi nacin:

Fy, = At
Fop = Fy U{-plp € F U
{lenv)le, v € F U{(eV)|e, ¢ € Fu U
o=, v e FlU{(p & )| e v € Fr}U
{Fvp|p € F,,v € Var} U {Vop|p € F,,v € Var}, n e N.

Neka je For; =, F,. Tada se formule jezika L definiSu kao elementi skupa Fory.

Nije tesko proveriti da formule zadovoljavaju sledeée uslove:

e Atomicne formule su formule.

e Ako su ¢ i ¢ formule jezika L, x promenljiva, tada su =, (¢ A ¥), (¢ V ¢),
(¢ = ¥), (v & ), Jep, Yop takode formule jezika L.

e Svaka formula jezika L dobija se kona¢nom primenom prethodna dva pravila.

Da bi se mogla meriti slozenost formula, modifikova¢emo funkciju slozenosti ter-
ma sl. Dakle, preslikavanje sl : Fory; — N definisano je induktivno na slede¢i nacin:

Ako je ¢ € Aty, tada sl(p) = 0,

Akojepe F,,— F,_;, n € N — {0}, tada sl(¢) = n.

U pisanju formula primenjuju se razni dogovori radi jednostavnijeg i pregled-
nijeg zapisa. Tako, kao 1 u slucaju terma, pretpostavljamo da je ¢italac upoznat
sa osnovnim konvencijama o pisanju formula, kao §to su pravila o brisanju zagra-
da, izostavljanje univerzalnih kvantifikatora na pocetku formule, prioriteti logickih
veznika, itd. Pored toga, blok kvantora skupi¢emo pod jedan kvantor, na primer,
umesto formule Vz,Va, ...Vz,¢ pisac¢emo jednostavno Vz,z,...z,p. Napomeni-
mo da je u # v skradeni zapis za —~(u = v). Gde je uputno, na primer da bismo
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razlikovali logicki znak = od jednakosti dva objekta, koristi¢emo = za oznaku meta-
jednakosti, i tada a = b ¢itamo "a je identicki jednako b”.

Pojam slobodnog pojavljivanja promenljive dopusta da se precizno opisu one
promenljive u formuli koje nisu pod dejstvom kvantifikatora.

2.1.1 Definicija Skup Fv(y) promenljivih koje imaju slobodna pojavljivanja
u formuli ¢ jezika L uvodi se induktivno po sloZenosti formule ¢ na sledec¢i naéin:
1. Ako je p € Aty, tada je Fv(p) skup promenljivih koje se pojavljuju u .

2. Ako je ¢ = =), tada Fv(p) = Fv ().

3. Ako je ¢ = ¢ x 0, gde je x € {\,V,=, &}, tada Fv(p) = Fv(¢) UTFv(0).

4. Ako je o = Juvp, ili ¢ = Vaip, tada Fv(p) = Fv(y) — {x}.

Elementi skupa Fv(y) nazivaju se slobodnim promenljivama formule ¢, dok se
ostale promenljive koje imaju pojavljivanja u ¢ nazivaju vezanim. Na primer, ako
jep =(x £0 = Jy(z -y = 1)), tada je Fv(p) = {z}. Dakle, = je slobodna
promenljiva formule ¢, dok je y vezana promenljiva.

Ako je ¢ € Forp, tada se notacija ¢(z1,%s,...,2,), ili gz 2,...2,, koristi da
se oznaci ¢injenica da su sve slobodne promenljive formule ¢ neke od promenljivih
1y Toyeen y Tpe

Formule ¢ koje nemaju slobodnih promenljivih, tj. za koje je Fv(y) = @, nazivaju
se recenicama. Dakle, formule

0=1, Ve(r#0=Jy(z-y=1))

su recenice jezika L = {-,0, 1}, gde je - binarni operacijski simbol. Skup svih recenica
jezika L oznacavademo sa Senty. Definicija teorije prvog reda je jednostavna.

2.1.2 Definicija Teorija prvog reda jezika L je svaki skup recenica jezika L.

Dakle, skup T je teorija jezika L akko T' C Sentr. U takvom slucaju elemente
teorije T nazivamo aksiomama teorije T. Glavni pojmovi u vezi sa pojmom teorije
koje ¢emo i mi u daljem koristiti su pojmovi dokaza i teoreme. Ovde necemo ulaziti
u formalnu definiciju ovih pojmova, veé znatizeljnog ¢itaoca upucujemo na bilo koji
udzbenik iz logike. Ipak, s obzirom na znac¢a] koji u algebri ima logic¢ka jednakost
=, navodimo glavna svojstva ovog znaka.

2.1.3 Aksiome jednakosti. Neka je u(z, 2o, ..., 2,) term jezika L i neka je
o(®y, Loy ..., 2,) formula jezika L. Tada
1. z ==
2.8, = A=y A A, =Y = u(®, Ty e 20) = WY1, Yoy ek s Un)e
3. Ako promenljive y;, ¥, ... , Y, nemaju slobodnih pojavljivanja u formuli
o(xy, 2y ... ,2,), onda
L= AT = A A, =Y = (e(R, ey 20) S (Wi Yoy e Yn))-

Odavde se izvode sledeée teoreme:
o r =y = y==x, simelricnost logicke jednakosti.
e r =yAy=2z= x =z, tranzitivnost logicke jednakosti.
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2.1.4 Primer: teortja prvog reda. Navodimo nekoliko primera teorija
prvog reda. U svakom primeru naveden je i odgovarajuéi jezik L u kojem su aksiome
teorije T' zapisane.

1.  Teorija linearnog uredenja, LO. U ovom slucaju je Lo = {<}, gde je <
binarni relacijski simbol. Aksiome:

LO.1 z<z refleksivnost,
LO.2 zxz<yAy<z=z<z tranzitivnost,
LO3 z<yAy<z=zx=y antisimetri¢nost,
LO4 z<yvy<sz linearnost.

Primetimo da navedene aksiome nisu recenice jer imaju slobodnih promenljivih.
Radi jednostavnijeg zapisa, u ispisivanju ovih aksioma primenili smo konvenciju
o brisanju spoljnih univerzalnih kvantifikatora. Tako, na primer, aksioma LO.2 u
neskracenom zapisu glasi Veyz(x < y Ay < z = 2 < z). Dakle, ukoliko se u spisku
aksioma neke teorije T nalazi formula ¢(z,, #, ... , 2,) sa slobodnim promenljivama
X1, Toy ..., Ty, aksioma teorije T' je zapravo univerzalno zatvorenje ove formule, t].
Ve, zs ... x,0.

Binarni relacijski simbol < uvodimo pomocu definicione aksiome x < y & = <
y A~z = y, dok dualne relacijske znake > i > uvodimo pomocu z > y < y < z,
odnosno ¢ > y < y < .

Ima viSe primera teorija u vezi sa teorijom LO. Evo nekih:

2. Teorija parcijalnog uredenja, koju oznacavamo sa PO, ima aksiome LO.1-3.

3. Teorija gustog linearnog uredenja bez krajeva.  Jezik ove teorije jednak je jeziku
teorije LO, dok su aksiome — aksiome teorije LO kao i sledece recenice:

Veydz(z<y=ax<zAz<y), Vedy z<y, Vedy y<u.

4. Teorija polja, F.  Jezik ove teorije jednak je jeziku teorije Ab, teorije Abelovih
(komutativnih) grupa, zajedno sa nekim dodatnim simbolima, tj. Lp = L, U{-, 1},
gde je - binarni operacijski simbol, a 1 simbol konstante. Aksiome teorije F su
aksiome teorije Ab kao i sledeée aksiome:

@9)z=a-(-2)
£ 0= Jylz-y=1)

y

—y-x r-1l=uz,
(y+=

J=(z-y)+(e-2),  O0#L

Novi funkcijski simbol =' uvodi se u teoriju F pomoc¢u definicione aksiome:
Vey(er #0 = (z-y =1 y==z"")). Tada je u F moguée dokazati:

Ve(r 0=z -2t = 1).

Definicionom aksiomom za u poljima se zapravo uvodi parcijalna operacija,
s obzirom da ta aksioma ne odreduje vrednost 07!. Ukoliko Zelimo da izbegnemo
uvodenje pojma parcijalne operacije, mozemo uzeti da je = bilo koja operacija polja,
tacnije interpretacija ovog simbola u datom polju, koja zadovoljava tu definicionu
aksiomu, pa 1 ona za koju je, na primer, 07 = 1. Aksiome polja i u tom slucaju
ostaju nenarusene.

xT -
xT -

—1
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5. Teorija uredenth polja, FO. Jezik ove teorije je Lyo = Lpo U Lp. Aksiome
ove teorije su aksiome teorije polja, aksiome teorije linearnog uredenja kao i aksiome
saglasnosti < sa 4+ 1 -

r<y=ac+z:<y+z r<yN0<z=s2-2<y" 2.

Primetimo da je formula 2 + ...+ 22 =0= 2, = 0A...Az, = 0 teorema ove

teorije .

6. Bilo koja algebarska teorija algebarskog jezika L je teorija prvog reda.

7. Zermelo-Fraenkelova teorija skupova, ZF. Od nelogickih simbola ova teorija
ima samo binarni relacijski znak €. Aksiome ove teorije su:

1.

Aksioma ekstenzionalnosti: =y & Vz(z €z &z € y).
Prema ovoj aksiomi, dva skupa su jednaka akko imaju iste elemente.

. Aksioma praznog skupa: FaVy(y & z).

Ova aksioma tvrdi da postoji prazan skup. Na osnovu ove aksiome mozemo
uvesti konstantu ) pomoéu §§ = {z|x # z}.

. Aksioma para: NVu(u€z S u=zVu=y).

Prema ovoj aksiomi, za svaka dva skupa x,y postoji neureden par, odnosno
dvoclan skup {z, y}.

. Aksioma unije:  FzVu(u € z & Jv(u Ev Av € ).

Pomocu ove aksiome uvodi se skupovna operacija unije. Naime, prema ovoj
aksiomi za svaki skup x postoji unija ¢lanova tog skupa, koju oznacavamo sa
|J z. Specijalno, ako izaberemo # = {u, v}, onda postoji uUv = J=.

. Aksioma partitivnog skupa: JzVu(u € z & Vo(v Eu= v € 2)).

Ovom aksiomom se tvrdi da za svaki skup postoji skup ¢iji su elementi tacno
podskupovi skupa x. Taj skup se naziva partitivnim skupom skupa z i obi¢no se
obelezava pomocu P(z).

. Aksioma beskonacnosti: Jz(f € x AVy(y € x = yU {y} € z)).

Prema ovoj aksiomi postoji beskonacan skup, specijalno skup x sa osobinom da
fex, WV cx, 0" cx...,gdejey =yU{y}.

. Aksioma regularnosti: z #0 = Jy(y € x A-Fz(z Ex Az Ey)).

Prema ovoj aksiomi, svaki neprazan skup ima €—minimalan element.

. Shema — aksioma podskupa: FWVz(z €y z€x Ap(z,up, ..., u,)),

gde je ¢ formula koja ne sadrzi promenljivu y. Ova aksioma intutitivno tvr-
di da za svaki skup z i svako svojstvo ¢ postoji podskup skupa z ¢iji su el-
ementi taéno oni koji imaju svojstvo ¢. Taj skup obelezavamo pomoéu {z €
z|p(z,uy,...,u,)}. Primetimo da je ovom shemom opisan beskonacan skup
aksioma; svaka formula ¢ daje jednu instancu aksiome podksupa. Pomocéu ove
aksiome mozemo definisati nove skupovne operacije odnosno objekte. Na primer,
presek skupova x,y bide Ny = {2 € 2|z € y}, dok ée presek ¢lanova iz skupa
z biti Ne={z e Uz|Vy € x(z € y)}.

. Shema — aksioma kolekcije:

Ve(r € u=3zp(x, 2, u,01,...,0,)) =
We(r €u=3z(z €y Ap(z, z,u,01,...,0,))),
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gde je ¢ formula koja ne sadrzi promenljivu y. Ova aksioma intuitivno tvrdi da
ako je za svako # € u klasa U, = {z|¢(#, z,...)} neprazna, onda postoji skup
koji ima neprazan presek sa svakom klasom U,, z € u. Primetimo da i ova shema
daje beskonacan skup aksioma teorije ZF.

10. Aksioma izbora:
Vo3f(f je funkcija sa domenom x AVz € z(z £ 0 = f(z) € 2)).

Prema ovoj aksiomi svaki skup x nepraznih skupova ima funkciju izbora, tj.
funkciju f definisanu na z tako da za sve z € z, f(z) € z. Ova aksioma zapravo
tvrdi da je skupovni proizvod [],.; z; nepraznih skupova z;, ¢ € I, neprazan;
dovoljno je primeniti Aksiomu izbora na @ = {z;|i € I'}. Prethodni zapis aksiome
izbora nije dat u jeziku Lzp teorije ZF. Ipak, nije tesko videti da se iskaz ” f
je funkcija sa domenom x” moze zapisati formulom u Lzp, na primer uvodedi
predikat koji definise pojam funkcije i skupovnu operaciju koja datoj funkciji
pridruzuje njen domen, za detalje videti Teoremu 3.5.1. Aksioma izbora ima
vige ekvivalentnih formulacija. Jedna od njih je da svaka familija z disjunktnih

i nepraznih skupova ima transverzalu, ili izborni skup, tj. skup koji sadrzi ta¢no

po jedan element iz svakog ¢lana familije 2. Drugi ekvivalent koji se cesto koristi

je Zornova lema ili Lema Kuratovskog koja tvrdi da svaki parcijalno ureden skup

(A, <4) ima maksimalan lanac, tj. maksimalan podskup koji je linearno ureden

u odnosu na <j,.

ZF oznacava teoriju sa aksiomama 1-9, dok sa ZFC obelezavamo teoriju ZF zajed-
no sa aksiomom izbora. Ova teorija je vazna jer se u njoj moze izgraditi — zasnovati
najveéi deo matematic¢kih pojmova, pocev od apstraktnih pojmova kao sto su ureden
par i funkcija, pa do slozenih konstrukcija kao sto je izgradnja prirodnih, ili realnih
brojeva. Istovremeno, ova teorija predstavlja formalizaciju tzv. Kantorove teorije
skupova. G. Kantor je uveo i razvijao teoriju skupova sedamdesetih i osamdesetih
godina proslog veka, a danas je ta teorija opste prihvadena kao univerzalan jezik
za izucavanje drugih matematickih teorija i disciplina. Mi se u ovoj knjizi ne¢emo
posebno baviti ovom teorijom, pa €itaoca upucujemo na bogatu literaturu, koja
postoji i na nasem jeziku, posvecenu teoriji skupova.

U verzi sa relacijom pripadanja uvode se ograni¢eni kvantor Vo € A1 Jz € A:
formula (Vo € A)px je kradi zapis za Va(z € A = ¢(z)), dok je (Fz € A)px kradi
zapis za Jz(x € AApx). Naslican nac¢in se uvode ograniceni kvantorii u odnosu na
binarne relacijske simbole <, <,> i >. Spomenimo i kvantor ”postoji ta¢no jedno
x” kojeg zapisujemo 3, z, a uvodi se pomocéu 3, zpr & Jr(pr AVy(py = y = x)).

2.2 Modeli

U prethodnom poglavlju razmatrali smo uglavnom sintaksne pojmove predikatskog
racuna. S druge strane, najvazniji pojam u ovom kontekstu je pojam algebarsko-
relacione strukture, ili jednostavno model nekog jezika L. Uobicajene strukture
kao Sto su grupe, prsteni, polja, uredena polja, kao i struktura prirodnih brojeva
su primeri modela. U izucavanju svojstava modela, istaknutu ulogu ima pojam
formalnog jezika, jer se pomocu simbola jezika izgraduje precizan pojam formule, a
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time i pojam aksiome neke teorije. Ipak, glavni razlog za uvodenje pojma formule
je sto se pomocu njih mogu opisivati svojstva operacijsko-relacijskih struktura.

2.2.1 Definicija Model je svaka struktura A = (A, F, R, C), gde je A neprazan
skup, (A, F,C) je algebra i R je je skup relacija domena A.

Pojmove operacija i konstanata u algebri smo ranije definisali. Ako je R relacija
modela A, tj. B € R, onda postoji pozitivan prirodan broj n tako da je R C A™.
Tada za R kazemo da je relacija duzine n. Cinjenicu (ay,as,...,a,) € Rzapisujemo
takode pomocéu R(ay,das, ..., a,).

Svakom jeziku prvog reda L odgovaraju odredene algebarske strukture sa relaci-
jama. Ukoliko je, na primer,

Consty, = {c1,¢5, ... ,¢,}, Funy = {1, Fs, ..., F.}, Relp, = {51, 5, ..., 5.},
gde je ar(F;) = oy, ar(S;) = oy, onda je

A:(A7f17“‘7fm7R17“‘7Rk7a17“‘7an)

algebarsko relacijska struktura, ili jednostavno model jezika L, ako su duzine ope-
racija f; i relacija R; jednake redom «; i o;. Takode kazemo da je A interpretacija
jezika L, dok su f;, R;, a; redom interpretacije simbola F;, S;, c;.

Mnogi pojmovi definisani za operacije i algebre neposredno se prenose 1 na relacije
odnosno modele, pa ukoliko je jasno o kakvoj je definiciji re¢, necemo je posebno
uvoditi. Na primer, kao $to je veé receno, binarna relacija je relacija duzine 2 i
umesto S(a, b) uobicajeno pisemo aSh. Neki od standardnih relacijskih simbola u
upotrebi su, na primer, ~, <,>, €.

2.2.2 Primer 1° Uredeno polje realnih brojeva R = (R, +,-,—,<,0,1). U ovom
sluéaju operacije su +,-, — redom duzine 2,2,1, relacija je < duzine 2, dok su konstante
0,1. Dakle, R je model jezika L = {+, -, —, <, 0,1}, gde su Rel;, = {<}, Funz = {+,-, -},
Consty = {0,1}, ar(+) = ar(-) = 2, ar(—) = 1, ar(<) = 2.

2° Struktura prirodnih brojeva N = (N, +,-,", <, 0).

3° Polje (Bulova algebra) svih podskupova skupa X: P(X) = (P(X),U,N, %0, X). Prime-
timo da ova algebra nije polje u uobi¢ajenom smislu, tj. ne zadovoljava aksiome teorije
polja.

4° Algebre su specijalne vrste modela; to su modeli jezika L kod kojih je Rely = 0.

Ako je re¢ o modelima, ubuduée slova A, B, C,... oznacavace modele, dok ée
A, B,C,... oznacavati redom njihove domene. Ako je A model jezika L is € L,
tada éemo pomoéu s* oznaéiti interpretaciju simbola s u modelu A. Primetimo da
su s i s® objekti potpuno razli¢ite prirode; s je simbol, znak, dok je s* skupovni
objekt. Ipak, ako to kontekst dopusta, koristicemo isti znak da ozna¢imo simbol
jezika L, kao i njegovu interpretaciju u nekom modelu jezika L. To zapravo znaci da
ée indeks A biti izostavljen iz s*. Tada ée se iz konteksta videti da li je s € L ili je,
ustvari, s interpretacija nekog simbola jezika L. Cesto ée biti re¢i o nekoj strukturi
A bez eksplicitnog navodenja pridruzenog jezika. Iz definicije modela bice jasno o
kojem je jeziku rec¢. Slicna situacija moze se pojaviti i za neku teoriju 7. U tom
slucaju odgovarajuéi jezik obelezicemo sa L.
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Pretpostavimo da su L C L’ jezici prvog reda, i neka je A model jezika L'. Is-
pustanjem s* za s € L’ — L, iz spiska relacija (operacija, konstanti) modela A, do-
bijamo nov model B, gde je B = A. U tom slucaju A se naziva ekspanzijom modela
B, dok se B naziva reduktom modela A. Na primer, ako je R = (R, +,-,—,<,0,1)
uredeno polje realnih brojeva, onda je S = (R, +,-, —, 0, 1) redukt modela R, dok
je R ekspanzija strukture S. Pod algebarskim reduktom modela A jezika L pod-
razumevacemo redukt modela A na algebarski deo jezika L. Ako je L = L' — L
i model A jezika L’ je ekspanzija modela B jezika L, onda ¢emo tu ¢injenicu
zapisivati takode pomoéu A = (B, s*),cpn, ili A = (B,si, s,...,s%) ako je
L" ={s1,80,...,8n}

2.2.3 Definicija Neka su A, B modeli jezika L i A’, B’ redom njihovi alge-
barski redukti. Tada je B podmodel (podstruktura) modela A akko B’ C A’ i za
svaki relacijski znak R € L, R® = R N B*, gde je ar(R) = k.

Ako je B podmodel modela A, pisat¢emo B C A. Na primer, (N, +,-,<,0) C
(R, +,-,<,0),aliza X CY, X # Y, nije (P(X),U,N, %0, X) C (PY),UnN,*%0Y).

Sli¢no kao kod algebri uvodi se pojam homomorfizma.

2.2.4 Definicija Neka su A, B modeli jezika L i A’', B’ redom njihovi al-

gebarski redukti. Neka su a,as,...,a, € A proizvoljno izabrani. Preslikavanje
h: A — B je homomorfizam iz modela A u model B akko je h : A’ — B’ i za svaki
R € Rel, duzine n, B*(ay,as,... ,a,) povlaci R®(ha,, has, ..., ha,). Preslikava-

nje h je jak homomorfizam iz A u B ako je h homomorfizam iz A u B i za svaki
R € Rely duZine n, R®(hay, has, ..., ha,) povlaci B*(ay,as, ... ,a,).

Na primer, ako su A i B parcijalno uredeni skupovi, onda su homomorfizmi iz
A u B ta¢no monotona preslikavanja iz A u B.

Pomoc¢u h : A — B zapisujemo ¢injenicu da je h homomorfizam iz modela A u
model B. Kao i u sluc¢aju algebri, uvode se razne vrste homomorfizama: utapanja,
izomorfizmi, endomorfizmi i automorfizmi, kao i pridruzeni pojmovi. Ako je h :
A — B homomorfizam na, kazemo da je B homomorfna slika modela A i piSemo
B = h(A). Utapanje modela A u model B bice svaki jak i 1-1 homomorfizam
f A — B, dok ¢e izomorfizam iz A na B biti svako utapanje iz A na B. Dalje,
AutA biée skup svih automorfizama modela A, tj. izomorfizama iz A u A, dok je
AutA = (AutA,o0, 7', i4) odgovarajuéa grupa automorfizama.

U algebri je cest slucaj da se neka struktura A dograduje do neke strukture B.
Deo konstrukcije sastoji se u tome da se nadu algebre B i A’ C B, tako da je
A = A’. Tada kazemo da je struktura A identifikovana sa podmodelom strukture
B. O tome preciznije govori sledeca teorema, koja se odnosi na prenos i identifikaciju
struktura.

2.2.5 Teorema Nekasu A i B modeli jezika L i neka je f : A — B utapanje.
Tada:

1. Postoji model A’ C B i izomorfizam A =5 A’ tako da dijagram D-1 komutira.
2. Postoji model B’ O A i izomorfizam B =5 B’ tako da dijagram D-2 komutira.
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A —Z 5 A B £ B
f lA s LA=f’of
B A
D-1 D-2

Ovdesuiy: A — B iiy : A — B inkluziona preslikavan]ja.
Dokaz 1. Neka je domen modela A’ skup A’ = f[A], dok interpretacije simbola
jezika L biramo na sledeéi nacin. Ako je ¢ € Const; uzecemo ¢ = ¢B. Neka su
H € Fung i R € Rely, duzine n, by,by,... b, € A 1 a;,0a5,...,a, € A takvi da je
b; = fa;,i < n. Tada éemo uzeti da je HA (b, by,...,b,) = fH™(ay,as,... ,a,),
i RA (by, by, ..., b,) akko R*(ay,ay,... ,a,). Za tako izabran model A’ nije tesko
videti da je f: A 5 A/, kao i da dijagram D-1 komutira.
2. Neka je S bilo koji skup iste kardinalnosti kao B — f[A], disjunktan sa A i neka
je B' = AUS. Tada postoji bijekcija o : B— f[A] — 5, dok je f' = f~! Uo bijekcija
izmedu skupova B i B'. Model B’ odredujemo na sledeéi nacin. Za domen modela
B’ uzeéemo B'. Ako je ¢ € Consty, biramo ¢® = ¢*. Neka su b!,b,,...,0 € B’
iby,bs,...,b, € B takvi da je b = f'(b;),i < n. Ako su H € Fun, i R €
Rel, duzine n tada éemo uzeti da je H® (b, b},...,0) = f'H®(by, by ..., b,), i
R® (b, b),...,0) akko RB(by,bs,...,b,). Za tako izabran model B’ nije tesko
videti da je f': B =5 B/, kao i da dijagram D-2 komutira. &
Za ovako konstruisane strukture A’ i B’ reéi éemo da su dobijene prenosom,
kao i da se modeli A i B redom identifikuju sa tim strukturama (tj. ne razlikuju
od njih). Prema tome, ako je f : A — B utapanje, identifikacija modela A sa
podmodelom modela B znaci konstrukciju odgovarajuceg izomorfizma, kako je veé
opisano u prethodnoj teoremi.

2.3 Relacija zadovoljenja

Jedan od fundamentalnih pojmova matematike uopste je pojam matematicke istine.
Definicija relacije zadovoljenja = koju je uveo A.Tarski odreduje precizno taj pojam.
Naime, recenica ¢ biée ta¢na, ili istinita, u modelu A akko A | ¢. Formalizacijom
matematicke istine omogucava se matematicka analiza metamatematickih pojmova,
ali isto tako primena novih metoda u algebri i drugim oblastima matematike.

U definiciji relacije zadovoljenja koristi¢emo sledecu oznaku. Neka je p valuacija
domena A, k € Nia € A. Pomocu pu(k/a) oznaci¢emo valuaciju 7 domena A defin-
isanu sa 7(v;) = p(v;) za ¢ # k, i 7(vy) = a. Dakle, valuacija p(k/a) dodeljuje iste
vrednosti promenljivama v; kao valuacija p, osim promenljivoj v, kojoj dodeljuje
vrednost a.

2.3.1 Definicija  Neka je A model jezika L. Relacija A |E ¢[u] definise
se induktivno prema sloZenosti formule ¢ za sve formule ¢ jezika L i valuacije u
domena A na sledeci nacin:

Ako je ¢ formula u = v, u,v € Termy, tada A & ¢[p] akko u®[p] = v*[u], tj.

uw[u] i v*[p] imaju identicki jednake vrednosti.
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Ako je ¢ formula R(uy, us, ..., u,), R € Relp duzine n, 1wy, 4, ..., u, € Termy,
tada je A | o[p] akko (u®[p], ut[u],... ,u?[y]) € B*, odnosno
RA (u ], ugt[p], - - ., w{u])-
Ako je ¢ formula =9, tada A = ¢[u] akko nije A | Y[p].
Ako je ¢ formula ¢ A0, tada A = o[p] akko A = ¢[p] i A E 0y
Ako je p formula ¢ vV 0, tada A |= o[p] akko A = ¢[u] idi A =0yl
Ako je o formula ¢ = 0, tada A = ¢[u] akko nije A = [u] ili A = 0[u].
Ako je ¢ formula ¢ < 0, tada A |= ¢[p] akko
A = [u] ako i samo ako A = O[p].
Ako je ¢ formula Juv,¢p(vy, v, ..., v,), k < n, tada A = ¢[u] akko
postoji a € A tako da je A = ¢[p(k/a)].
Ako je ¢ formula Yo, (v, , 02, ..., 0,), k < n, tada A |E ¢[p] akko
za svaki a € A vazi A | ¢[p(k/a)].

Prema definiciji zadovoljenja vidimo da vrednost A | ¢[u] zavisi jedino od slo-
bodnih promenljivih formule . Strog dokaz ove ¢injenice moze se izvesti indukcijom
po slozenosti formule ¢. To nam omogucava da uvedemo sledeée dogovore.

Ako je v = p(v1,0s,...,v,) 1 p(v;) = a;,i € N, tada éemo jednostavno pisati
A = play,as, ... a,] umesto A | p[p]. Recenice nemaju slobodnih promenljivih,
prema tome njihove vrednosti u strukturi ne zavise od izbora valuacije. Drugim
re¢ima, ako je ¢ € Sent; i A | ¢[u], tada je za sve valuacije o, A = ¢[o]. Otuda
¢emo u tom slu¢aju pisati A = ¢ umesto A | o[p].

Definicija relacije zadovoljenja omogucéava da se uvedu novi pojmovi. Jedan od
tih je teorija modela A jezika L: ThA = {¢ € Sent; : A | ¢}. Za svaku formulu ¢
jezika L i svaku valuaciju p vazi A | ¢[p] ili A | —p[p]. Dakle, za svaku recenicu
@ € Senty vazi ¢ € ThA ili —p € ThA, tj. ThA je kompletna teorija.

Neka je T teorija jezika L. Struktura A jezika L je model teorije T ukoliko
svaka aksioma teorije T vazi u modelu A, tj. T'C ThA. U takvom slucaju pisemo
A |E T. Na primer, svako uredeno polje, kao Sto je polje racionalnih brojeva ili
polje realnih brojeva je model teorije uredenih polja FO. Dalje, reéi ¢emo da je T
sintaksno neprotivureéna teorija ako se iz T ne moze dobiti kontradikcija. S druge
strane, T je semanticki neprotivurecna ako postoji model teorije T'.

Pomoéu M(T) oznacavacemo klasu svih modela teorije T. Klasa struktura 9
jezika L je aksiomatska ako postoji teorija T jezika L tako da je 9 = M(T). Na
primer, klasa svih uredenih polja je aksiomatska.

Spomenimo ovde bez dokaza fundamentalnu teoremu karakterizacije predikatskog
racuna prvog reda.

2.3.2 Teorema potpunosti (K. Gidel) Neka je T teorija jezika prvog reda
L. Recenica ¢ jezika L je teorema teorije T ako i samo ako ¢ vazi na svim modelima
teorije T.

Nesto drugaciji oblik ove teoreme glasi:

2.3.3 Teorema potpunost: - druga forma Neka je T teorija jezika L.
Teorijal' je sintaksno neprotivureéna teorija akko je T' semanticki neprotivurecna,
tj. T ima model.
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Dakle, teorema potpunosti tvrdi da je za neprotivurecne teorije T, IM(T) # .
Jedna vazna posledica ove teoreme je Stav kompaktnosti. Kao sto ¢emo videti,
teorema kompaktnosti ima zanimljive primene u algebri. U jednom od kasnijih
poglavlja dacemo direktan dokaz ove teoreme.

2.3.4 Stav kompaktnosti Neka je T teorija jezika L. Ako svaki konacan
podskup S C T ima model, onda T ima model.

Dokaz Pretpostavimo da svaki konacan podskup od T ima model, ali da T" nema
model. Tada je prema Stavu potpunosti T protivrecna teorija, tj. postoji konacan

niz aksioma o,,0,,...,0, € T koji daje dokaz za kontradikciju. Tada je § =
{o1,049,...,0,} konacan protivurecan podksup od T, pa S nema model, suprotno
pretpostavci. &

Naziv prethodne teoreme potice iz formulacije ove teoreme koja podseca na neke
topoloske iskaze. U vezi sa tim zanimljivo je da Stav kompaktnosti ima i topolosku
reformulaciju. Spomenimo ovde znacajnu istorijsku ¢injenicu da su prve primene
matematicke logike u ostalim delovima matematike bile, ustvari, primene teoreme
kompaktnosti u algebri (Malcev 1936 godine). Dokaz ove teoreme prvi je dao Malcev
za teorije prebrojivog jezika, dok je Godel dokazao opsti slucaj. Evo nekih jednos-
tavnih primena ove teoreme. Prva teorema je jedna vrsta generalizacije teoreme
1.9.10 na elementarne klase struktura.

2.3.5 Teorema  Neka teorija T jezika L ima beskonacan model ili konacne
modele proizvoljno velike kardinalnosti. Tada T’ ima beskona¢ne modele proizvoljno
velike kardinalnosti.

Dokaz Dokazujemo da za svaki beskonacan kardinalni broj &, 1" ima model ¢ija
je kardinalnost bar k. Neka je C' = {¢;|i € I} skup novih simbola konstanata, tj.
INC = Pineka je jezik Lo = LUC. Ovde smo uzeli da je kardinalnost skupa indeksa
I jednaka k. Dalje, uvedimo teoriju S jezika Lo pomoéu S = T U {e; # ¢;|i # j}.
Proverimo sada uslove teoreme kompaktnosti za teoriju S.

Neka je A C S konacan. Dokazujemo da A ima model. Kako je A konacan
skup, i svaka formula je konacan niz simbola, to postoji konacan ¢ C C, recimo
C'"'={e,sy... ¢} takav da je svaki od simbola iz C koji se pojavljuje u A neki od
simbola iz C'. Neka je A’ =T U{e¢; # ¢;|1 <i< j < n}. Kakoje A C A/, dovoljno
je dokazati da A’ ima model. Prema pretpostavci T' ima model kardinalnosti > n,

neka je to A. Dalje, neka su ay,as,...,a, € A razgliciti. Ako simbole konstanata
C1,Cay ... ,C, interpretiramo redom sa a;,a.,... ,a,, tada je ekspanzija modela A,
(A,a;,as,...,a,) model za A’, i tim pre model za A.

Kako svaki konacan podskup teorije S ima model, prema Stavu kompaktnosti S
ima neki model (A, a;):cz, gde su simboli ¢; interpretirani sa a;, i gde je A model
teorije 7. S obzirom na aksiome ¢; # ¢; za ¢ # j, elementi a; su uzajamno razliéiti,
§to znaci da je |A] > k. &

Pogledajmo slede¢a dva primera. S obzirom da je uredeno polje racionalnih
brojeva beskona¢no, prema prethodnoj teoremi postoje uredena polja proizvoljno
velike beskonacne kardinalnosti, kao i gusto linearno uredeni skupovi. S druge
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strane, prema istoj teoremi, s obzirom da za svaki prirodan broj n postoji grupa
reda n, klasa svih konaé¢nih grupa nije aksiomatska klasa.
Drugi primer primene Stava kompaktnosti odnosi se na uredene skupove.

2.3.6 Teorema Neka je A = (A, <) parcijalno ureden skup. Tada se A moze
prosiriti do linearno uredenog skupa, tj. postoji linearno uredenje <’ domena A
tako da za sve a,b € A, a < b povilaéi a <'b.

Pre dokaza ove teoreme dokazimo tu teoremu u slu¢aju konacnih skupova.

Dokaz teoreme ako je A konacan skup. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom
po broju elemenata skupa A. Neka je |A| = n. Ako je n = 1 tvrdenje ocigledno
vazi, pa pretpostavimo da je n > 1. Kako je A konacan skup, postoji minimalan
element @ € A u odnosu na uredenje <. Neka je B = A — {a} i (B, <p) restrikcija
uredenja < na domen B. Kako je |B| < |A|, prema induktivno] hipotezi postoji
linearno uredenje <p koje prodiruje <p. Tada <, = {a} x AU <p linearno ureduje
skup A i prosiruje parcijalno uredenje <.

Dokaz teoreme za proizvoljne skupove. Neka je C' = {a : a € A} skup novih
simbola konstanti. Ovde je svakom simbolu a € A pridruzen simbol a, takozvano
ime elementa a, s tim da razli¢itim elementima skupa A odgovaraju razli¢ita imena
kao ida a ¢ L. Dalje, neka je jezik L = {<} U, gde je < binarni relacijski znak, i
neka je T teorija jezika L definisana pomocu

T=LOU{a#b:a,beAjaZblU{a<b: a=<babe A}

Podsetimo se da je LO teorija linearnog uredenja.

Dokazujemo da svaki konacan podskup teorije T' ima model. Neka je A C T
konacan. Tada postoji konacan S C A tako da svaki simbol konstanti iz C' koji se
javlja u A jeste neki element iz {a : a € S}. Bez gubljenja opstosti mozemo uzeti
da je tada

A=LOU{a#b:a,beSaZblU{a<b:a=<babe S}

Prema dokazu teoreme za konacne skupove postoji linearno uredenje <° domena S
koje prosiruje restrikciju uredenja < na domen S. Tada je (S, <%) model teorije A,
dakle svaki konacan podskup teorije 1" ima model.

Prema teoremi kompaktnosti teorija T ima model B = (B, <B,aB).c4. S obzir-
om da je B | LO, to je B linearno ureden skup. Neka je h : A — B preslikavanje
definisano pomocu h : a — a®, a € A. Nije tesko videti da je h utapanje:

Pretpostavimo da je a Z b, a,b € A. Tada je (a #b) € T, pa kako je B =T, to
je B =a # b, dakle a® # b®, tj. hje 1 — 1.

Pretpostavimo sada da je a < b, a,b € A. Tada je (a < b) € T, pa kako je
B =1, to je B |=a <b, dakle a® <B b°, tj. h je homomorfizam.

Definisimo uredenje <’ domena A pomoéu a <’ b, a,b € A, akko a® <® b®. Nije
tesko videti da <’ zadovoljava uslove teoreme. &

Deo osobina neke elementarne klase struktura proistice iz oblika aksioma koje
definisu tu klasu. Pre formulacija odgovarajuéih teorema evo definicija posebnih
vrsta formula koje se koriste u tim tvrdenjima.
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2.3.7 Definicija Formula ¢ jezika L je univerzalna ako i samo ako je oblika
Ve, o ... 2,0, gde je b formula jezika L bez kvantora.

Formula ¢ jezika L je univerzalno-egzistencijalna akko je oblika

Ve 2s . 2,30 Ys - - Yty

gde je ¢ formula jezika L bez kvantora. Primetimo da je svaka univerzalna formula
takode univerzalno-egzistencijalna.

Sledeée tvrdenje je uopstenje Teoreme 1.7.5.

2.3.8 Teorema  Neka je T teorija jezika L ¢ije su sve aksiome univerzalne.
Tada je klasa IM(T) zatvorena za podmodele, tj. ako su A i B modeli jezika L
takvidaje AETiBCA,ondajeiBET.

Dokaz Nekaje A ETiB C A, gdesu A i B modelijezika L. Najpre dokazujemo:

(1) Neka formula ¢ jezika L ne sadrzi kvantore, i neka je p valuacija domena B.

Tada A = ¢[u] akko B = ¢[y].

Dokaz tvrdenja (1) izvei¢emo indukcijom po duzini formule . Prvo razmotri-
mo slucaj atomi¢nih formula. Ako je ¢ formula v = v, s obzirom da je B C A
to je w2l = i) i eAlp) = 2l e A = (1 = 2] akko vl = Al
akko uB[u] = vB[u] akko B |: (v = v)[p]. Sliéno, ako su uy, us,...,u, € Termy,
onda (uf[u], ..., u2[u]) = (uPy],...,uBu]), pa ako je B € Rely duzine n, sle-

n

di R&(u[u], ..., w2 u]) akko RB( [ l,...,uB[p]). Dakle, tvrdenje (1) vazi za

n n

atomiéne formule.
Neka je ¢ oblika —. Tada

A= plu]  akko nije A |E [y, prema induktivnoj hipotezi

akko nije B | ¢[y],
akko B | ¢[y].

Neka je ¢ oblika ¢ A 6. Tada

Al olu] akko A Evlu] i A EO[y, prema induktivnoj hipotezi

akko B E ] i B = 0l
akko B | ¢[y].

Dokaz za ostale logicke veznike tece na isti nacin, pa je ovim (1) dokazano.
Nastavimo sada sa dokazom teoreme. Neka je A £ ¢, gde je ¢ univerzalna

reCenica Vo &y ... 2, 0% Xy ... 2, 1 Y2125 ...2, je bez kvantora. Za by, by, ... ,0, €
B tada je A = ¥[b,bs,...,b,], pa prema (1) takode je B = ¢[by,bs,...,b,]. S
obzirom da su by, by, ..., b, € B proizvoljni, sledi B | . Prema tome sve aksiome
teorije T vaze u B, dakle B je model teorije T &

2.3.9 Primer Neka je
u (o1, @2, ... ,on) =bi,uz(w1, 22, ... ,2n) =bo, oo um(@1, T2, ..., 2n) = by, (S)

sistem linearnih jednacina sa koeficijentima u polju racionalnih brojeva. Tada sistem (S)
ima reSenje nad poljem racionalnih brojeva Q akko (S) ima reSenje nad poljem realnih
brojeva R.
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Najpre primetimo da se (S) moze zapisati kao neka formula ¢z 2> ...z, bez kvantora
u jeziku teorije linearno uredenih polja:

u (@1, 82,...,2n) =bi A  Aup(zr,22,... ,20) =bn (S)
Uzeli smo da racionalnim brojevima odgovaraju termi (razlomei) izgradeni od 0,1, +, —, /.
Ako je q1,q2, ... ,qn € @ resenje sistema (5), to znadi da je Q |=¥[q1, 42, . . . ,qn], pa prema
tvrdenju (1) u dokazu prethodne teoreme takode je R |= ¥[q1,q2,... ,qn], tj. 1,462, ... ,qn

je resenje sistema (5) i u polju R. Dakle, ako je sistem (S) neprotivureéan nad poljem Q,
onda je (S) neprotivure¢an i nad poljem R.

Pretpostavimo sada da je sistem (S) neprotivurecan nad poljem R. Tada je prema
Kroneker-Kapelijevo] teoremi u polju R, rangA = rang[A,b], gde je A matrica sistema
(S)ib={(b1,b2,... ,bn). S obzirom da su elementi matrica A i [A, b] racionalni brojevi i
koristeéi ¢injenicu da se rang matrice moze sra¢unati, na primer, pomo¢u minora matrice,
vidimo da je identitet rangA = rang[A, b] ekvivalentan nekoj formuli bez kvantora § jezika
teorije polja. Dakle R |= 8, odakle je prema prethodnoj teoremi Q |= 6, tj. rangA =
rang[A,b] i u polju Q. Opet primenjujuéi Kroneker-Kapelijevu teoremu nalazimo da je
(S) neprotivure¢an sistem nad poljem Q.

Sliécnim razmatranjem i polazeéi od Furie-Mockinovog algoritma za resavanje sistema
jednaéina i nejednac¢ina nad uredenim poljima, moZe se dokazati da je neki sistem (.5)
Jjednacina 1 nejednacina sa koeficijentima u () neprotivurecan nad uredenim poljem Q
akko je (.5) neprotivurean nad uredenim poljem R.

Lanac modela jezika L je niz modela Ay C A, C ... jezika L. Unija lanca
modela A; je model A jezika L definisan na slede¢i nacin. Domen je A = U;A;.
Ako je ¢ € L simbol konstante, onda je ¢* = ¢®°. Neka je F' € Fun; duZine n, i

neka su ay,a.,...,a, € A. Tada za svaki 7 < n postoji k; takav da je a; € Ay,. S
obzirom da je Ay C A; C ..., za k = max{k,, ks,... kp} sledi a;,as,... a4, € Ay.
Neka je FA(ay,as,...,a,) = F*(ay,as,...,a,). Sliéno, ako je R € Rel, duzine
n, uzetemo da je B*(ay, as,... ,a,) akko R**(a;,as, ... ,a,). Nije tesko videti da

je ovako definisana struktura A dobro definisan model jezika L, kao i da je svaki
A, podmodel modela A. Ovaj model oznacavacemo pomoéu |J, A,. U vezi sa
unijama lanaca modela imamo slede¢u teoremu.

2.3.10 Teorema Neka jel teorija koja ima univerzalno-egzistencijalne aksiome.
Tada je M(T) zatvorena za unije lanaca modela, tj. ako je Aq C A; C ... niz
modela teorije T, tada je i unija A lanca ovih modela takode model ove teorije.

Dokaz Neka je A, C A; C ... lanac modela teorije T, i neka je A unija ovih

modela. Dalje, neka je ¢ € T. Dokazujemo da ¢ vazi u modelu A. S obzirom

da je ¢ univerzalno-egzistencijalna, postoji formula ¢ (z,, @a, ..., oy Y1, Y2y - 5 Yom)
tako da je ¢ =V, 20 .. 2,30 Yo - YmV(®1, Zoy oo, Ty Yy You oo 5 U ), 1 takode za
sve i, A; E ¢. Neka su a,,as,...,a, € A proizvoljni. Kao u opisu unije modela,
nalazimo k tako da je a;,as,...,a, € Ay. S obzirom da je A, E ¢, postoje
biybsy... b, € Ay tako da je Ay = Ylay,as,... a5, b1,bs, ..., b,]. S obzirom da
je Ay C A sledi A Evlay,as,...,a,,b1,bs, ... ,b,]. Prema tome A | . &
2.3.11 Primer 1° Aksiome svake algebarske teorije su univerzalno—egzistencijalne,

prema tome algebarski varijeteti su zatvoreni za unije algebri. Dakle, unija lanca grupa je
grupa, unija lanca prstena je prsten, itd.
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2° Aksiome linearno uredenih polja su takode univerzalno-egzistencijalne, dakle unija lanca
uredenih polja je uredeno polje.

2.3.12 Primer Lanac utapanja i modela jezika L je niz

h h h
Ao oy AL Ty A, 2

modela jezika L 1 utapanja kako je prikazano na dijagramu. Prema Teoremi 2.2.5 postoji

lanac modela
A CAICAYC--

i niz izomorfizama p; : A; — A, tako da je sledeéi dijagram komutativan:

ho h ho

Ay Ay A,

(D-1) lpo lpl lpz

gde su i, inkluziona preslikavanja. Neka je A = U,A,,. Model A zvaéemo granicnom
vrednoiéu modela A;, 1 ta) model obelezavaéemo pomoéu lim, A,. Homomorfizmi p; :
A; — A su utapanja, kao 1 hi; : A; - A, gdesu hy; = hj_10...0hiy10h;, 1 < j. Za
tako izabrana preslikavanja, za sve ¢, j dijagram D-2 komutira.

A 1 A A U A A —P A
Pi lpj 4 lqi i lg
A B B

D-2 D-3 D-4

Model A ima interesantno svojstvo minimalnosti. Naime, ako je B bilo koji model jezika
L sa istom osobinom, tj. ako dijagram D-3 komutira za sve ¢,j, gde su ¢; : A; — B
utapanja, onda se A utapa u B. Zaista, utapanje g : A — B definisemo na sledeéi nacin.
Za a € A postoji i tako da je a € A;. Neka je g(a) = ¢;p; ' (a). Nije teiko proveriti da je
preslikavanje g dobro definisano, kao i da dijagram D-4 komutira.

Obrati teorema 2.3.8 1 2.3.10 takode vaze. Ovde ¢emo dati skicu dokaza obrata
teoreme 2.3.8. U tom dokazu koristi¢emo se dijagramima modela. Neka je A model
jezika L inekaje L, = LU{a|a € A}. Dijagram modela A je skup A, atomiénih i
negacija atomicnih recenica jezika L4, ta¢nih u (A, a),c4. Primetimo da su formule
iz A5 recenice.

2.3.13 Lema
1. Svaka konac¢na konjunkcija formula iz A4 je tacna u modelu (A, a)qea-
2. Ako je B model jezika L, tada se A utapa u B akko postoji ekspanzija modela

B do strukture (B, b,).c4 koja je model teorije A,.

Dokaz Dokazimo tvrdenje 2. Ako je f: A — B utapanje, tada je (B, f(a))eca E
Aa. S druge strane, ako je (B,b,).ca E Aa, tada je preslikavanje ¢ : A — B,
definisano sa ¢ : a — b,, utapanje modela A u B. &

U dokazu teoreme koja sledi, koristicemo takode sledece tvrdenje iz logike.
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2.3.14 Lema o promenljivoj konstantt  Neka je T teorija jezika L i neka je
o(z) formula jezika L. Dalje, pretpostavimo da je ¢ simbol konstante koji nije u L.
Ako je ¢(c) teorema teorije T, tada je Vayp(x) takode teorema teorije T.

Dokaz Ako je ¢i(c),...,pn(c) dokaz u T formule ¢, (c) = ¢(c), neka je = pro-

menljiva koja se ne pojavljuje u formulama tog niza. Tada je i ¢;(x),...,¢n(¥)
dokaz u T formule ¢(x). Primenom pravila izvodenja generalizacije, nalazimo da je
Vayp(x) takode teorema teorije T. &

2.3.15 Teorema Neka je M aksiomatska klasa struktura jezika L. Ako je
klasa M zatvorena za podmodele, onda 9 ima aksiomatizaciju pomoéu univerzalnih
aksioma.

Dokaz Neka je T teorija jezika L koja opisuje klasu I, tj. 9 = M(T). Dalje,
neka je

S = {p| ¢ je univerzalna recenica jezika L i ¢ vazi na svim modelima iz 90t}.

Neka je A proizvoljan model jezika L koji zadovoljava sve aksiome iz S. Dokazuje-
mo da svaki konacan podskup S’ teorije T U A, ima model. Bez gubljenja opstosti
mozemo uzeti S" = T U{p1, va,...,0n}, gde su @1, 0o, ..., on € Aa. Pretpostavi-
mo da S' nema model. Neka je v = A;p;. Po pretpostavci S’ nema model, dakle,
T U{¢} je protivrecna teorija, pa T F —b. Primetimo da je formula ¢ bez kvanto-

ra, kao i da je ¢ = ¥(a,,a,,...,q,,) za neke a;,a,,...,4qa,, € A, pa s obzirom da
a,,8y,...,a, ne pripadaju L, prema Lemi 2.3.14, T F Va, ... 2,2 ¢(21, ..., &0 ).
U A vaze sve univerzalne posledice teorije T, pau A vazi Va, ... 2,0 (21, ... ,2m)
odnosno Y&, ... 2,2 A; (21, ..., 2,). Dakle, u (A, a),ea vazi = A;ei(ay, ... a,,),

suprotno Lemi 2.3.13.1. Prema tome S’ ima model.

Prema Stavu kompaktnosti, dakle, teorija TUA 4 ima model, neka je to (B, b,).c4
Tada je B € M, dok prema Lemi 2.3.13 onda model B sadrzi izomorfnu kopiju
modela A, pa je A podmodel strukture iz 9. Prema pretpostavci teoreme onda je
A € M. Dakle, dokazali smo da je svaki model teorije S takode model teorije T, dok
je ocigledno svaki model teorije T model i teorije S. Otuda je MM = M(T) = M(S).
¢

2.4 Modeli sa dva domena

Podsetimo se da je svaki vektorski prostor oblika V = (V,F,e), gde je V =
(V,+,—,0) Abelova grupa, F = (F,+,-,0,1) je poljei e : F x V — V tzv. spol-
jagna operacija mnozenja vektora skalarima. Ovo je primer strukture u kojoj se
pojavljuju dva domena: skup vektora V i skup skalara F' sa pripadnim algebarskim
strukturama. Ovako definisana struktura ocigledno ne zadovoljava definiciju alge-
bre, odnosno modela, kako smo te pojmove definisali u ovo] knjizi. Ima nekoliko
nac¢ina da se i ovako prosireni pojmovi algebarskih struktura svedu na standardne
pojmove algebri odnosno modela.

Prvu moguénost daje nam tzv. dvosortna logika. Ova logika se razlikuje od pre-
dikatskog racuna prvog reda u tome s$to se uvode dve vrste promenljivih, recimo:
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Z,Y,Z,... 1 a,f3,7,... koje uzimaju vrednosti u dva razli¢ita domena. U tom s-
lu¢aju modeli ove logike su oblika A = (A, B, F,R) gde su A i B modeli redom
disjunktnih jezika L, i L,, dok je F neki skup spoljasnjih operacija, a R je neki
skup spoljasnjih relacija strukture 4. Dakle, za svaki F € F postoje m,n € N+
tako da je F': A x B® - Aili F: A™ x B™ — B. Sli¢no, za svaki R € R postoje
m,n € NT tako da je R C A™ x B™. Onda vektorski prostor ¥ = (V, F, ) mozemo
smatrati strukturom dvosortne logike jezika L, = {®,©,0} i L, = {+,—,-,0,1},
gdeje F = {e}, 0 : Fx V — ViR = §. Sli¢no predikatskom racunu 1. reda mogu
se 1 za dvosortnu logiku izgraditi pojmovi algebarskih terma, formula, recenica,
teorija itd. U matematickoj logici dokazuje se da se ova logika moze svesti na o-
bican predikatski ra¢un 1. reda. Mogu se uvesti strukture i sa vise domena (3,
4, ...), koje nisu od nekog znacaja za algebru, ali imaju primenu u racunarstvu
i matematicko] lingvistici u definisanju tzv. denotacijskih (skupouvnih) semantika
programskih 1 prirodnih jezika.

Drugi nac¢in svodenja je odgovarajuéa adaptacija uopstene algebarske strukture
do modela ili algebre predikatskog racuna 1. reda. Prikazacemo taj metod na pri-
meru vektorskih prostora, definisuci vektorski prostor kao algebru sa operatorima.

2.4.1 Primer  Algebarski varijetet vektorskih prostora nad datim poljem F. Neka je
F = (F,+,—,-,0,1) neko algebrasko polje, fiksirano u daljem razmatarnju, L = {®, 5, 0}
algebarski jezik gde je & simbol binarne operacije, & simbol unarne operacije i 0 je simbol
konstante. Dalje, neka je Lr = {fa| @ € F'} skup unarnih operacijskih simbola. Najzad,
za jezik vektorskih prostora biramo Ly = LU L, dok ¢e aksiome vektorskih prostora biti:

(1) Aksiome Abelovih grupa za L:
zP(ydz)=(tByY) Pz, cBy=yde, 260=2, 2P (—z)=0
(2) Za sve a, 8 € F:

fars(@) = fal@) ® f5(@), falw +y) = fa(@) © faly), fa(f5(2)) = fas(), fi(z) ==

Dakle, vektorski prostor u smislu ove definicije bi¢e algebra V = (V, +, —, fa,0)acr koja
zadovljova navedene algebarske zakone. Unarne operacije £, a € F', nazivamo operatorima
algebre V. Primetimo, ako je F' beskonacno polje, onda je V algebra beskonac¢ne signature.
Prema tome klasa svih vektorskih prostora nad datim poljem je algebarski varijetet, sto
znaci da je podalgebra vektorskog prostora nad poljem F vektorski prostor nad poljem F,
proizvod vektorskih prostora nad poljem F je vektorski prostor nad poljem F, itd.

Ako je vektorski prostor V = (V, F, ¢) dat kao dvodomenska algebra, nije tesko proveriti
da algebra V' = (V,+, —,fa,0)aer zadovoljava navedene aksiome, ako su operatori f, :
V = V, a € F definisani pomo¢u fa(z) = a e z, v € V. Obrnuto, ukoliko je vektorski
prostor dat kao algebra sa operatorima, na primer V = (V, 4+, —,f4,0)acr, onda je V* =
((V,+,—,0), F,e) vektorski prostor predstavljen kao dvodomenska algebra. Pri tome vazi
V* = V, i obrnuto, ako je vektorski prostor dat kao dvodomenska algebra V, onda

V=

2.4.2 Primer Algebarski varijetet levih modula nad datim prstenom P. Neka je
P = (P,+,—,-,0,1) neki prsten sa jedinicom, fiksiran u daljem razmatranju. Levi modul
nad prstenom P je svaka algebarska struktura M = (M, +, —, fa, 0)acp koja zadovoljava
algebarske zakone (1) i (2) iz prethodnog primera. Dakle, razlika u odnosu na pojam
vektorskog prostora je §to se umesto polja F uzima prsten, u ovom sluéaju P, 1 prema
tome (M, 4+, —,0) je Abelova grupa. Shodno prethodnom primeru, jasno je kako se levi
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moduli nad prstenom P mogu predstaviti kao dvodomenske algebre. Primetimo da je svaki
vektorski prostor nad poljem F jedan primer modula nad F.

Zadaci

2.1 Za jezik L prvog reda, neka je ||L|| kardinalni broj skupa svih formula jezika
L. Neka je L najvise prebrojiv jezik. Dokazati da je ||L|| = X,. Ako je L beskonacan
skup, dokazati da je ||L|| = | L.

2.2 Neka je 9 klasa modela jezika L i neka je binarna relacija ~ skupa Sentp
uvedena pomocu ¢ ~ ¥ ako i samo ako ¢ < 1 vazi na svim modelima iz M.
Dokazati da je ~ relacija ekvivalencije, kao i da je (Senty/~,+,-/,0,1) Bulova
algebra, gde je o/~ +¢/~= (o V¥)/~, @/~ b/~= (¢ AY)[/~, 0 = ¢ A —p,
1=V, ¢ € Senty,.

2.3 Neka je (X, <) parcijalno ureden skup i neka je binarna relacija < na X
definisana pomocu z < y & 2 < y Az # y. Dokazati da < zadovoljava aksiome
striktnog uredenja: ¢ < y = gy <z, iz < yAy < z = z < z. Ako definiSemo
binarnu relaciju <’ na X pomoéu ¢ <" y & & < y Vz =y, dokazati da se relacije
< i <' poklapaju.

2.4 Neka je V skup iz Primera 1.1.10.  Dokazati da (V, €) zadovoljava sve
aksiome teorije ZFC, osim aksiome beskonacnosti.

2.5 Formula ¢ jezika L je pozitivna ako se od logickih znakova u ¢ javljaju jedino
=, V, A, 31 V. Dokazati da homomorfizmi modela odrzavaju pozitivne formule, tJ.
ako je ¢ pozitivna, A pih: A 25 B,ondai B [ .

2.6 Abelova grupa A = (A4, +, —, 0) je grupa sa deljenjem ako za svaki n € N T,
za svaki a € A postoji b € A tako da je n - b = a. Dokazati da je klasa Abelovih
grupa sa deljenjem aksiomatska.

2.7 Polje F je algebarski zatvoreno ako svaki polinom stepena > 1 sa koefi-
cijentima u F ima koren u F. Dokazati da je klasa algebarski zatvorenih polja
aksiomatska.

2.8 Navesti primer modela A 1 Bi 1 — 11 na homomorfizma & : A — B koji
nije izomorfizam.

2.9 Neka je A model. Dokazati da je (AutA,o, 7', i) grupa.

2.10 Nekaje Q(v2) = {a + bv2| a, b € Q}. Dokazati:

a. [Aut(Q(2), <)| = 2%

b. Aut(Q(V2), 1. <,0) = {fula € Q*(VI)}, ade fu(x) = a, x € Q(V).
e AUt(Q(VE),+,<,0,1) = {ig}.

2.11  Odrediti sve automorfizme uredenog polja realnih brojeva.

OO
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2.12 Pretpostavimo da aksiomatska klasa 9 ima beskonacan model. Dokazati da
M ima modele proizvoljno velike kardinalnosti. Otuda izvesti da postoje (uredena)
polja proizvoljno velike kardinalnosti.

2.13 Dokazati da sledece klase modela nisu aksiomatske:
a. Klasa cikli¢cnih grupa. b. Klasa kona¢nih grupa.
c. Klasa dobro uredenih skupova.

2.14 Klasa modela M istog jezika je konacno aksiomatska ako postoji konacan
skup aksioma T tako da je 9 = M(T). Dokazati da sledece klase nisu konaéno
aksiomatske:

a. Klasa Abelovih grupa sa deljenjem. b. Klasa polja karakterisitke 0.

c. Klasa svih beskonaé¢nih grupa.

2.15 Neka je M,, n € N niz aksiomatskih klasa modela jezika L tako da je
Mo DM DMy, D ..., izasvaki n € N postoji A € M,,, A € M,.,,. Neka je

I klasa svih modela jezika L koji pripadaju svakoj klasi 9M,. Dokazati da je M
aksiomatska, ali ne i konaéno aksiomatska klasa.

2.16* Dva modela A i B jezika L su elementarno ekvivalentna ako zadovolja-
vaju iste recenice jezika L. Dokazati: konacni, elementarno ekvivalentni modeli su
izomorfni.

2.17*  Neka je (S) konacan sistem linearnih jednacina i nejednacina sa racional-
nim koeficijentima od nepoznatih z,, z, ... , z,. Dokazati da je (S) neprotivurecan
sistem (ima beskonaéno mnogo redenja po x;,#,...,%,) nad poljem racionalnih
brojeva ako i samo ako je (S) neprotivurecan sistem (ima beskona¢no mnogo redenja
po ¥y, %s,...,%,) nad poljem realnih brojeva.

2.18  Predstaviti algebru kvadratnih matrica reda n nad datim poljem F kao
dvodomensku algebru, odnosno algebru sa operatorima.

2.19 Neka je A Abelova grupa. Dokazati da je EndA = (EndA,+,—,0,0,1)
prsten, gde je 0(z) =0, 1(z) =z, € A, dokjeza f € EndA iz € A: (f+g)(x) =
fx) +g(x), (=f)(x) = —f(z) 1o je slaganje funkcija. Dokazti da je (A, EndA,e)
modul, gde je fea = f(a), za o € A, f € EndA.



3. Brojevi

Brojevi su polazni objekti pomocéu kojih se izgraduju ostale osnovne matematicke
strukture. O tome kakav znacaj imaju, na primer, prirodni brojevi u zasnivanju
matematike i u matematici uopste, govori i sledeéa Kronekerova (L. Kronecker)
sentencija: ”Bog je stvorio prirodne brojeve, a ljudi sve ostalo”. Zaista, polazeéi od
prirodnih brojeva mogu se izgraditi celi i racionalni brojevi, od ovih realni, a opet od
realnih kompleksni brojevi. Mnoga svojstva prirodnih brojeva se nasleduju u tom
nizu, ali se javljaju i neka druga o kojima nema smisla govoriti ukoliko je re¢ samo o
prirodnim brojevima. Sireéi pojam broja nastaju nova sredstva i ideje za izucavanje
kako samih brojeva, tako i drugih struktura. U ovom poglavlju razmotri¢emo sa
algebarskog stanovista izgradnju i zasnivanje pomenutih brojevnih struktura.

3.1 Prirodni brojevi

Prirodni brojevi spadaju sigurno u najstarije matematicke pojmove. O tome kako
je nastala rec¢ broj, Anton Bilimovié u svojoj knjizi Flementi vise matematike, 1 knj.,
str. 11 iz 1961 g. pise:

Da li znate poreklo re¢i broj? Evo odgovora jednog filologa. Rec¢ "broj” je
staroslovenska re¢; sacuvana je u srpskom jeziku; ona je u etimoloskoj vezi sa
glagolom — ”brijati” — se¢i. Re¢ ”broj” znafila bi, prema tome, zasek ili zarez.

Pa kakva je veza izmedu pojma ”broj” i pojma "zasek”? Bice nam jasno, ako
predstavimo sebi ovu sliku iz Zivota starih Slovena. Pastir Zeli da prebroji svo-
je stado; uzima drveni Stapi¢ — rabos — i, prelazeéi pogledom sa jedne na drugu
ovcu, pravi na Stapicu zaseke: koliko zaseka, toliko i ovaca. Zasek na sStapicu je
broj. Takav primitivan nacin brojanja, neposredno uporedivanje jedne mnoZine sa
drugom, leZi u osnovi svakog brojanja.

Iz potrebe za prebrojavanjem nastao je niz prirodnih brojeva: 1, 2, 3, ... kao
osnovna mnozina za uporedivanje.

Ipak, prva aksiomatika prirodnih brojeva potice tek od Dedekinda i Peana s
kraja 19. veka. Te aksiome nisu date u formalizmu predikatskog racuna 1. reda,
ali sadrze primitivne simbole: simbol konstanti 0 i unarni funkcijski znak . Tada
Peanove aksiome glase:

P.1. 0 je prirodan broj.

P.2. Ako je x prirodan broj, onda je i &' prirodan broj.
P.3. Ako su # 1 y prirodni brojevi i ¢’ = ¢/, onda z = y.
P.4. Za svaki prirodan broj z, ' # 0.
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P.5. Neka je @ bilo koje svojstvo takvo da 0 ima to svojstvo, i ako z ima svojstvo
® onda z’ ima svojstvo ®. Tada svaki prirodan broj ima svojstvo ®.

Aksioma P.5 naziva se Aksiomom indukecije. U toj aksiomi ® moze biti bilo koje
svojstvo koje se odnosi na prirodne brojeve. Ako sa N oznac¢imo skup prirodnih
brojeva, onda svakom takvom svojstvu odgovara neki podskup S skupa N, pa je
S ={x € N|®(x)}. U tom slucaju aksioma indukcije glasi:

P’.5. Ako je 0 € S iza svaki z, x € § povlaci 2’ € 5, onda S = N.

Numerali su specijalna vrsta terma definisanih u jeziku Peanove aritmetike. O-

belezavaju se pomocu prirodnih brojeva podvuéenih crtom:

0=0, 1=0=0, 2=1=(0), 3=2"=((0")),...
Kao 8to ¢emo se uveriti, numerali imaju mnoga svojstva prirodnih brojeva.

S gledista teorije modela, Peanove aksiome samo opisuju svojstva prirodnih bro-
jeva, ali ne daju odgovor na to, na koju se tacno strukturu one odnose. Ukoliko
se za osnovu uzme klasiéna teorija skupova (recimo ZF sistem), prirodni brojevi se
prema Fon Nojmanu (Von Neumann) mogu definisati na sledeéi nacin:

(N) 0=10, 1={0}, 2={0,1}, 3={0,1,2},...

in = nU{n}. Drugim re¢ima, svaki prirodan broj je skup prethodnih prirod-
nih brojeva, dok je N = {0,1,2,...}. Ovako definisanu strukturu N = (N,’,0)
nazvacemo Fon Nojmanovim modelom prirodnih brojeva. Zamerka ovoj definiciji
prirodnih brojeva lezi u ¢injenici da su prirodni brojevi definisani prebrojivim, dak-
le beskonacénim nizom definicija (za svaki broj pojedina¢no), a to podrazumeva da
nam prirodni brojevi veé stoje na raspolaganju. Istina, ovakva definicija prirodnih
brojeva moze se u okviru formalne teorije skupova ZF zameniti (kona¢nom) defini-
cijom skupa prirodnih brojeva N. Ta definicija moze se naéi u bilo kojoj knjizi u
kojoj se izlaze teorija skupova 1 ona otprilike glasi ”"da su prirodni brojevi konaéni
ordinalni, odnosno konaé¢ni kardinalni brojevi”. Ali sa stanovista zasnivanja ni ta
definicija prirodnih brojeva nije zadovoljavajuc¢a s obzirom da izlaganje teorije ZF
takode podrazumeva vec izgraden deo strukture prirodnih brojeva, pa se i u ovom
pristupu krije svojevrsna teskoca.

Ovih nekoliko napomena donekle blize objasnjavaju smisao pomenute Kronekerovell
recenice. Ipak, sa prakticnog stanovista, u onim delovima matematike gde strogo
zasnivanje prirodnih brojeva nije od nekog znacaja, Fon Nojmanova definicija je
sasvim prihvatljiva, pa ¢emo je i mi u ovoj knjizi podrazumevati. Naravno, ostaje
da se proveri da tako definisani prirodni brojevi zaista zadovoljavaju Peanove ak-
siome. U dokazu ove ¢injenice koristi¢emo Aksiomu regularnosti teorije skupova,
da svaki neprazan skup ima €-minimalan element:

(R) Ve(r#£b0=Tyer zny=10)

Neposredna posledica ove aksiome je da nema €-regresija, tj. nema beskonac¢nih
nizova skupova {z,|n € N} takvih da je

(R’) $09$19$29...

Zaista, ako neki niz z,, zadovoljava (R'), onda = {&¢, 1, ¥, ... } nema E-minimalni]
element.
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3.1.1 Teorema Fon Nojmanov model prirodnih brojeva N zadovoljava Pea-
nove aksiome.

Dokaz Aksiome P1, P2i P4 o¢igledno su zadovoljene u ovako definisanoj strukturi
prirodnih brojeva. Proverimo aksiomu P3. Dakle, neka su m i n prirodni brojevi
takvi da je m’ = n’. Tada m U {m} = nU {n}, pa

(1) men i m=n, 1 ne€m ilin=m.

Ako je m € n i n € m onda je imamo beskona¢nu regresiju mdn3m3n 3 ...,

suprotno Aksiomi regularnosti. Otuda iz (1) sledi m = n, pa P3 vazi u N.
Primetimo da u N vazi

(2) Ve(e £0 = Fzaz=2")

Dokazimo da Aksioma indukcije vazi u N za proizvoljno svojstvo ®. Stoga pret-
postavimo da N zadovoljava

(3) ®(0), Va(®(z) = 2(z'))

Dokazujemo da za svaki n € N, ®(n) vazi u N. Pretpostavimo suprotno, tj. neka
postoji n € N, takav da N = —=®(n). Onda je prema pretpostavci (3), n # 0,
pa prema (2) postoji z, € N tako da je n = z{. Otuda je N | —-®(z{), pa
koristeéi pretpostavku (3) nalazimo N |= =®(x,) (jer bi inace N |= ®(z,) povlacilo
N E ®(«})). Na slican nacin nalazimo #; € N tako da N = =®(z;) i #y = ], i
prema tome z, O x;. Nastavljajuéi ovaj postupak ad infinitum nalazimo beskonac¢nu

regresiju o O £; D @3 O ..., suprotno aksiomi regularnosti. Prema tome, uz
pretpostavke (3) u N zaista vazi Ya®(z), dakle Fon Nojmanov model zadovoljava
Peanove aksiome. &

Vidimo da se u Fon Nojmanovom modelu relacija nejednakosti izmedu prirodnih
brojeva poklapa sa skupovnom relacijom pripadanja, tj. u N vazi

(4) Vey (e <y x €y).

Ako je S C N neprazan, prema Aksiomi regularnosti S ima €-minimalan element,
tj. postoji m € S takav da je m NS = . To znaci da za sve x € m, = ¢ S,
dakle za sve # < m, x ¢ S. Drugim re¢ima, s obzirom na (4), S ima najmanji ele-
ment u smislu prirodnog uredenja skupa prirodnih brojeva. Ovu ¢injenicu mozemo
formulisati na sledeéi nacin:

3.1.2  Princip nagmanjeg elementa za prirodne brojeve  Svaki neprazan
podskup skupa prirodnih brojeva ima najmanji element.

Videcemo da je ovo svojstvo zapravo posledica Peanovih aksioma. Linearno
ureden skup koji zadovoljava Princip najmanjeg elementa, tj. kod kojeg svaki
neprazan podskup ima najmanji element, naziva se dobro uredenim skupom. Dakle,
prirodno uredenje strukture prirodnih brojeva (N, <) je jedan primer dobro urede-
nog skupa.

Pomocu Aksiome indukcije mogu se definisati i uvoditi novi matematicki objekti.
Takve definicije u kojima se koristi Aksioma indukcije, nazivaju se induktivnim ili
rekurzivnim definicijama. Sledeca teorema odnosi se upravo na tu vrstu definicija.
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3.1.3 Teorema rekurzije  Neka su A i B neprazni skupovi, N skup prirodnih
brojeva i f : A = B, g : N X A x B — B. Tada postoji jedinstvena funkcija
h: N x A— B tako da je:

8y h(0,z) = f(z), T €A,
h(n',z) = g(n,z, h(n,z)), neN, z e A

Dokaz (1) Jedinstvenost funkeije h. Pretpostavimo da h zadovoljava (I), i neka
je hy : N x A — B tako da je hy(0,2) = f(x), hi(n',z) = g(n,z,h(n,z)), n € N,
z € A. Indukcijom po n dokazujemo da je svaki © € N, h(n,z) = hi(n, z).
Slucajn =0, h(0,z)= f(x) =~y (0, ).

Pretpostavimo sada induktivnu hipotezu
(TH) h(n,z) = hy(n, z)
Prema IH i definicijama funkcija h i h; sledi:
h(n',z) = g(n,z, h(n,z)) = g(n,x, hi(n,z)) = hy(n, ).

Prema Aksiomi indukcije sledi h = h;.

(2) Egzistencija funkcije h. Neformalni opis funkcije h je:

h = U {(07 l‘,fl‘), (17 l‘,g(o, Z, fl‘)), (Q,x,g(l, l‘,g(o, l‘,fl‘))), oot

€A

Navodimo i formalan dokaz egzistencije funkcije h. Za S C N x A x B reéi éemo
da je (f, g)-skup ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:
1. Zasvaki z € 4, (0,2, fx) € S.
2. Zasvene N,z € A, ye B, (n,x,y) € S = (n,z,9(n,z,y)) € 5.
Primetimo da vaze sledece ¢injenice:
3. N x Ax B je (f,g)-skup.
4. Presek (f, g)-skupova je (f, g)-skup:
Zaista, neka je S =, 5;, gde su S;, ¢ € I, (f, g)-skupovi. Tada je za sve i € I,
(0,2, fr) € S;, dakle (0, z, fx) € S. Dalje, za proizvoljan ¢ € T vazi niz implikacija:

(n,x,y) S S = (n,x,y) S Sz = (n',x,g(n,x,y)) S Sz

prema tome (n',z,g(n, z,y)) € S.
5. Neka je h = [{S]| S je ([, g)-skup}. Tada:

a. h je (f,g)-skup.
b. h: N x A — B, tj. hje funkcijaiz N x A u B.
c. h zadovoljava indiktivne uslove (T).

Cinjenica a. je neposredna posledica tvrdenja 4.
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Sto se tice tvrdenja b., indukcijom po n dokazujemo da je
VneN Vee A yeB (n,z,y) €h.

Slu¢aj n = 0. Kako (0,x, fz) pripada svakom (f, g)-skupu, to (0,z, fr) € h.

Pretpostavimo da postoji y € B takav da (0,z,y) € h iy # fz. Neka je hy =

h—{(0,2,y)}. Nije tesko videti da je h; takode (f,g)-skup. Otuda prema definiciji

skupa (funkcije) h sledi h C hy, §to je kontradikcija s obzirom da je (0, z,y) € h—h;.
Pretpostavimo sada induktivnu hipotezu za fiksiran n € V:

(IH) Vadiy (n,z,y) € h.

Prema (IH) za « € A postoji y € B tako daje (n,x,y) € h, pa (n/,z,g9(n, z,y)) € h,
tj. postoji z € B, z = g(n,z,y), tako da je (n',x,z) € h. Element z sa ovom
osobinom je jedinstven. U suprotnom, neka je u € B, (n',z,u) € h i u # g(n,z,y).
Dalje, neka je hy = h — {(n',#,u)}. Lako je videti da je hy (f,g)-skup, odakle
sledi h C ho, $to je kontradikcija uslovu (n',z,u) € h — hy. Ovim smo dokazali
Va3 y(n', z,y) € h, pa prema Aksiomi indukcije h zadovoljava uslov b.

Najzad, razmotrimo tvrdenje c¢. Primetimo da je (0, z, fz) € h. Kako vazi
(n,2,y) €h = (0,2, 9(n,2,y)) €h

sledi: y = h(n,2) = g(n,z,y) = h(n',2), tj. h(n',2) = g(n,z, h(n, z)).

Prema prethodnom sledi dokaz Teoreme rekurzije. &

Za funkciju h induktivno definisanu pomoéu formula (I) iz Teoreme rekurzije,
cesto kazemo da je definisana rekurentnim formulama (vezama) (I).

Sliéno prethodnom dokazu izgleda dokaz sledeceg, nesto jednostavnijeg oblika
teoreme rekurzije:

3.1.4 Teorema  Neka je B neprazan skup, b € Big: N x B — B. Tada
postoji jedinstvena funkcija h : N — B tako da je

(T h(0) = b, h(n') = g(n, h(n)), n € N.

Kao prvu primenu Teoreme rekurzije, dokazac¢emo da su Peanove aksiome ka-
tegoriéne, odnosno da odreduju prirodne brojeve do na izomorfizam. Naime, vazi
sledeca teorema:

3.1.5 Teorema  Neka je N = (N,',0) struktura prirodnih brojeva i M =
(M, o1, 0pp) struktura koje zadovoljava aksiome P.1-P.5, gde su oy 1 0y redom
interpretacije simbola’ i 0 u M. Tada M = N.

Dokaz Neka je h: N = M preslikavanje definisano sa A0 = 057 1 h(2') = oar(ha)
za ¥ € N. Prema teoremi rekurzije ovo preslikavanje je dobro definisano i jedin-
stveno je sa ovim osobinama. Neka je S = h[N]. Tada je S C M. Onda 0p; € S'i
ako je x € S tada = h(n) zanekin € N, pa ope = opr(hn) = h(2'), tj. opz € S.
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Prema aksiomi P.5 onda sledi § = M. Dakle h je preslikavanje na. Dalje, neka je
g : M — N definisano na slican nacin: ¢(0p) = 01 g(omz) = (g2) za 2 € M.
Prema Teoremi rekurzije u modelu M, preslikavanje ¢ je dobro definisano i jedino
koje zadovoljava ove jednakosti. Dokazujemo da je goh = 13;. Najpre primetimo da
je (goh)(0) = g(05) = 0. Dalje, pretpostavimo da je za dato n € N, (goh)(n) = n.
Tada je

(g o h)(n') = g(oa(hn)) = ((g 0 h)(n))" = n".

Prema aksiomi indukcije onda za sve # € N, (g o h)z = z. Otuda za z,y € N,
ako je hx = hy, onda (g o h)z = (g o h)y, tj. © = y. Prema tome, h je 1-1, dakle
h:N =M. &

Osnovna primena Teoreme rekurzije odnosi se na definicije aritmetickih objeka-
ta, pre svega osnovnih aritmetickih funkcija. Inace, pod aritmetickim funkcijama
podrazumevamo preslikavanja kod kojih su vrednosti argumenata prirodni brojevi,
kao i vrednosti samih funkcija. Prema teoremi o kategori¢nosti Peanove aritmetike,
svejedno je da li se te definicije daju u okviru formalnog sistema Peanove aritmeti-
ke, ili na primer u strukturi N. Definicije koje slede odnose se na strukturu N. Te
definicije kao i neke osobine ovih funkcija date su u slede¢im primerima. U svakom
od primera navodimo i opis odgovarajuc¢ih funkcija h, f i g iz Teoreme rekurzije.
3.1.6 Primer  Aritmeticka funkcija sabiranja h(y,z) = z +y. Induktivna defini-
cija ove funkcije glasi:

r+0=u=x, x—l—y/:(x—l—y)/.
Ovde je f(z) = =, g(y,x,2) = z'. S obzirom na definiciju numerala, vidimo da je ' = z+1,
pa ¢emo ubuduce Gesto umesto 2’ pisati jednostavno & 4 1. Polazeéi od definicije operacije
+ dokazimo da je, na primer,

(1) 242=4

Zaista,

242=24+1"=02+1)=(24+0)=(2+0") =(2) =3 =4
Za operaciju + vaZe uobicajeni zakoni. Dokazimo, na primer, zakon komutacije
(2) rt+y=y+x
Pre toga dokazimo indukcijom slede¢a dva pomoéna tvrdenja:
(3) O+or==x
Zaista, ako je # = 0, tada 040 = 0 prema definicji operacije +. Pretpostavimo induktivnu
hipotezu (3) za fiksirano z. Tada, 0+ 2’ = (0 +«)’ = 2', pa na osnovu Aksiome indukcije

(3) vaZi za sve prirodne brojeve.
Dokazimo sada indukcijom po y:

4 z+y =2z 4y
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Kako je # + 0 = (z +0) = 2’ = 2’ + 0, (4) vazi za y = 0. Dalje, pretpostavimo (4)
za fiksirano y kao induktivnu hipotezu. Tada, koristeéi induktivnu hipotezu i definiciju
operacije 4+ imamo
:L.+(y/)/:(:l:+y/)/:(x/+y)/:x/+y/7

pa prema Aksiomi indukcije (4) vaZi za sve prirodne brojeve.

Najzad, dokazimo (2) indukcijom po y. Prema (3) x +0 = 2 = 0 + z, pa (2) vaz
za y = 0. Dalje, pretpostavimo (2) za fiksirano y. Tada koristeéi definiciju operacije +,
induktivnu hipotezu i (4), nalazimo

vty =@+y) =Ww+a) =y+2 =y +ua,

pa na osnovu Aksiome indukcije tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve.
Na slican naéin moze se dokazati zakon asocijacije za operaciju +.

3.1.7 Primer Aritmeticka funkcija mnofenja h(y,z) = z-y. Induktivna definicija
ove funkcije glasi:
x-0=0, oy =x-y+x

U ovom sluéaju, f(z) =01 g(y,=,z) = z+ x. I uslucaju ove operacije mogu se dokazati
uobicajeni algebarski zakoni, kao na primer zakon komutacije, zakon asocijacije kao i zakon

distribucije za mnoZenje prema sabiranju.

3.1.8 Primer Aritmeticka funkcija stepenovanja h(y, z) = «¥. Induktivna defini-
cija ove funkcije glasi:

U ovom slucaju, f(z) =11 g(y,z,z) = z - x. I uslufaju operacije stepenovanja mogu se
dokazati uobi¢ajeni algebarski zakoni, kao na primer zakoni

Rtz _ v a a¥F = (2¥)7

3.1.9 Primer Relacija prirodnog uredenjaz < y. Definicija ove relacije glasi
r<y&dz y=x+z.

Indukcijom se moze dokazati da je ovo relacija linearnog uredenja, kao i da je saglasna sa
operacijama + i -, tj. u N vazi:

e<yzetz<ytz w<ysz <y z

Na isti nac¢in se u proizvoljnom modelu Peanove aritmetike moze uvesti relacija prirodnog
uredenja. Podsetimo se da je prema Teoremi 3.1.5 svaki model Peanove aritmetike izomor-
fan strukturi N. Kako ovaj zadovoljava Princip najmanjeg elementa, to sledi da svaki
model Peanove aritmetike takode zadovoljava Princip najmanjeg elementa u odnosu na
prirodno uredenje. Drugim recima, ovaj princip je posledica Peanovih aksioma.

Parcijalna operacija oduzimanja prirodnih brojeva uz pomoé¢ relacije < uvodi se u N
na sledeéi na¢in

VaVy<z(z=w -y o =2+y).



3. Poglavlje: BROJEVI 63

Razmotrimo nekoliko drugih primera primene Teoreme rekurzije. Na primer,
mozemo nastaviti niz aritmetickih funkcija koje smo upravo definisali uvodeé¢i pojam
uopstene stepene funkcije, kao i generalizaciju, tzv. Akermanovu funkciju .

3.1.10 Primer Akermanova funkcija, A(z,z,y). Najpre uvedimo funkciju uopstenog
stepena,

hiy,z) = 2 }y

Induktivna definicija ove funkcije glasi:
h(0,z) =1, hy+1,2)= M)

Dakle, u ovom sluéaju je f(z) =1, g(y, =, 2) = z*.

Akermanova funkcija A(z,z,y), kao uopstenje stepene funkeije, ima zanimljive i neo-
bi¢ne osobine. Ova funkcija je od interesa u formalnoj teoriji izracunljivosti. Najpre ¢emo
definisati ovu funkciju za z < 4:

A0, z,y) =y + =,
A(l,.’lﬁ,y) =Yy -,
A(2,2,y) =y,
y}
Az, y) =y .

Uzimajuéi u obzir rekurzivne definicije aritmetickih funkcija sabiranja, mnozenja, stepe-
novanja i uopstenog stepena, nalazimo da A zadovoljava

A(0,0,y) =y,
A0,z +1,y) = A0, z,y) + 1,
(A) A(L,0,y) =0,
Az+2,0y) =1 (2<1),
Az+ 1,z 4+ 1,y) = A(z, Az + 1, 2,y), y), (z<2).

Ukoliko se izostavi gornje ogranicenje za z, ove jednakosti predstavljaju ”rekurzivnu”
definiciju Akermanove funkcije. Dokazimo da je Akermanova funkcija dobro definisana
odnosno da postoji ta¢no jedna funkcija koja zadovoljava uslove (A). Neka je niz funkcija
ap definisan pomocu an(z,y) = A(n,z,y), n € N. Tada ao(z,y) =y + z, a1 (z,y) =y - .
Dalje, neka je m fiksiran prirodan broj > 1. Vidimo da vazi

(B) am+1(0,y) =1, amt1 (2 +1,y) = am(am41 (2, y), y).

Prema Teoremi rekurzije uzimajuéi, prema oznakama u toj teoremi, da je f(x) = 11
g(z,y,2) = am(z,y) 1 pretpostavljajuéi da je a, data funkcija, sledi da funkcija a1
postoji 1 da je jedinstveno odredena. Na osnovu matematic¢ke indukcije sledi da je niz a,
dobro definisan i jedinstven koji zadovoljava (B). Dakle, Akermanova funkcija je dobro
definisana i jedinstvena funkcija koja zadovoljava uslove (A).
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Spomenimo ovde samo jedno svojstvo ove funkcije, naime Akermanova funkcija je brzo
rastuéa funkcija. Zaista, ako je a(z) = A(z,z,z), onda

...4 44 10153 B
gde je A(4,3,4) = 4* }4 > 44 }10 . Citalac moze pokusati da zamisli kolika je,
na primer, vrednost a(a(10)).

Sledeéih nekoliko primera odnose se na induktivne definicije funkcija koje nemaju
¢isto aritmeticki karakter.

3.1.11 Primer Operatori [ i Y_. Neka je (G,-) grupoid i neka je GY skup svih
nizova sa vrednostima u domenu G. Dakle, ako je # € G¥ onda & = (zn|n € N). U
ovom primeru koristi¢emo takode projekcijske funkcije 7, : G — (. Podsetimo se da
je mp(x) = zn za z € GY. Funkciju H : N x G — @ definisemo rekurzijom na slededi
naéin:

H(0,z) = wo, Hn+1l,2)=H(n,z) znq1, n € N.

Dakle, prema oznakama u Teoremi rekurzije, f = 7o 1 g(n,,2z) = z - 7u41(2). Operator
proizvoda Il uvodimo pomoéu jednakosti

n

Hx,' = H(n,z).

=0

Operator proizvoda u slu¢aju asocijativnog grupoida (G, -) ima sledeéa svojstva:

3.1.12 Teorema Neka je grupoid G asocijativan i neka su x, y, z nizovi elemenata
iz. G takvi da je za date prirodne brojeve m i n:

(21,22, , Zngm) = (L1, %2, ... ,Tn, Y1,Y2,... ,Ym). Tada

s

n n+m
=1 =1

1

i

Dokaz Dokaz izvodimo indukcijom po m.

Sluéaj m = 1.

3

n n n+1

szHyz:( xi)~y1=(Hxi)~zn+1:Hzi.

=1 =1 =1
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Pretpostavimo induktivnu hipotezu tj. da tvrdenje vazi za fiksiran prirodan broj m. Tada

n m+1
H-Ti : H Yi = prema definiciji proizvoda
=1 =1
n m
Ti- ((H Yi) Ymg1) = prema asocijativnom zakonu
=1 =1
n m
(H ;- H Yi) - Ymgl = prema induktivnoj hipotezi
=1 =1
n+m
(H %) Ymyl = prema definiciji proizvoda
=1
n+m+1

II = o

i=1
3.1.13 Teorema Neka je grupoid G asocijativan i komutativan i neka je p permutacija
skupa {1,2,... ,n}, n > 2. Tada vazi jednakost:

H a; = H Clp(,') .
i=1 i=1

Dokaz Dokaz izvodimo indukcijom po n. Ako je n = 2, tvrdenje je lako proveriti. Stoga
neka je n utvrden prirodan broj, n > 2, 1 pretpostavimo induktivnu hipotezu za n. Dalje,

neka je p permutacija skupa {1,2,... ,n+1} ineka je P = H?:l ap(i)- Razmotrimo sledece
mogucénosti:
Sluéajp(n+1) = n+1. Restrikcija preslikavanja p na {1,2,... ,n} je permutacija skupa
{1,2,... ,n}, pa je prema induktivnoj hipotezi:
n n n+1
P=(Taw) anes = ([T a0) - anss = [T
i=1 i=1 i=1
Slué¢aj p(n + 1) = ko za neki ko < n. Neka je niz by, b2, ... ,b, definisan pomocu b; = a;
za 1 < ko — 1, b; = a;41 inace. Dalje, neka je za ¢ < n preslikavanje ¢ odredeno pomoéu
q(i) = p(i) ako je p(i) < ko, 1 ¢(7) = p(i) — 1 ukoliko je p(i) > ko. Tada je g permutacija
skupa {1,2,...,n}, i pri tome vazi P = (1_[;;1 by(iy) - ar,. Prema induktivno] hipotezi
Imamo H?zl bq(i) = H?zl b;. Otuda nalazimo
n—1
P = ((H bi) - bp) - ar, = prema asocijativnhom i komutativhom
i=1 zakonu 1 zbog b, = an41
n—1
((H bi) - dry) - Gny1 = r je permutacija:
i=1

- 3 1 ... ko—1 ko ko4+1 ... n—1 n
(H”TU))'”"“_ <1 coo ko—1 ko+1 ko+2 ... n k0>

i=1

n n+1

(11 ai) ant1 = H a; prema induktivnoj hipotezi &
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U slu¢aju komutativnih semigrupa koristi se i aditvina notacija. Naime, ako se za
. . n oo n
oznaku operacije grupoida uzme 4 umesto -, onda za Hi—l z; takode pigsemo Zi—l z;. U

tom slucaju je Z?;ll T = Z?zl Z; + Tnt1, dok prethodna teorema izgleda ovako:

Dy =D ai
=1 =1

Prema Teoremi 3.1.13 u sumi se mogu permutovati sabirci, dakle vaze identiteti:

n n

(1) Z(ai+bi) zzai—l—zbi,

i=1 =1

@ DIIES 3) P

i=1 j=1 j=1 i=1

gde su a;, b; 1 ¢;; nizovi domena A.
S obzirom da u komutativnoj semigrupi redosled sabiraka moze biti proizvoljan, ako je
konacan niz elemenata indeksiran skupom indeksa S = {s1, s2,...,sn}, onda uobitajena

oznaka Z

~ n . .
«c5 Qs Zapravo oznacava sumu Zi:l bi, gde je by = a,,, 1 <1< n.

U sledec¢ih nekoliko primera razmotricemo neke kombinatorne funkcije koje se
takode mogu definisati rekurzijom.

3.1.14 Primer Kantorova funkcija nabrajanja, h(y,z) = {(x,y}x. Preslikavanje h
Jje aritmeti¢ka funkcija 1 rekurzivna definicija ove funkcije glasi:

0,00k =0, {(z4+1,0)x =(x,0)x+2+2, (v,y+Lr=(r,y)x+or+y+1L

Prema oznakama u teoremi rekurzije, funkcija f(z) definisana je takode rekurzivno:
f(0)y=0, f(x+1)= f(z)+ =+ 2, dok je g(y,z,z)=z+z+y+1L
Odavde nalazimo f(z) = Zz-l'l i=wx(z+3)/2= (a:-2|-1> + x, 1 takode

1=2

(1) <$7y>1<=(x,0)1<+2(x+i): <x—2|—1> +o4ry+ <y;—1> _ <x+22/+1> e

i=1
Funkcija {z,y}x ima osobine uredenog para:
(2) (z1, 1)k = (T2, 2)Kk > 01 =T2 Ayt = 2

odnosno vazi
3.1.15 Teorema Za Kantorovu funkciju h(z,y) = {x,y}x vazi h: N? 2% N,
1-1
Dokaz Najpre dokazimo da je h 1 — 1. Pretpostavimo da je &1 + 1 < x2 + y2. Kako je

x ’ .o .
(2) monotono rastuca funkcija, nalazimo

1 1+1 1 1
<x2+g2+ >2 <m1+y12+ + >:<“+é’1+ >+$1+y1+1> <x1+gl+ >+x17
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odakle je {z1,y1)x < {x2,y2)x. Dakle, ako pretpostavimo {(z1,y1)x = {(x2,y2)x onda
z1 + y1 = 2 + Yo, pa koristedi (1) nalazimo 1 = 2, y1 = yo.
Dokazimo da je h preslikavanje na, tj. da u N vazi

Veydz z = {(z,y)k.

n+2
2

da je tada n najveéi prirodan broj takav da je (";1) < z. Koristeéi jednakost (";2) =
(";1) + n + 1 nalazimo

<n—2|—1>Sz<<n—2|—1>—|—n—|—17 odnosno 0§z—<n—2|—1>§n

Dakle # = z — (";1) 1y = n — x su prirodni brojevi, pa

1 1
z = <n—2|— >+x= <x—|—g2/—|— >+x=<$7y>1(.

tj. h je preslikavanje na. &

Neka je z € N 1 neka je n € N najmanji prirodan broj takav da je z < ( ) Primetimo

Prema prethodnim osobinama Kantorova funkcija daje jednozna¢éno nabrajanje parova
prirodnih brojeva. Ono izgleda ovako:

(0,00rc, (0,Dx, {1,00k, (0,25, (1,1}, {2,0)x, (0,3)x, {1,2)k,

S obzirom da je h bijekcija, onda h™! : N 2% N? pa postoje funkcije L, R : N — N
1-1
takve da je h™!(2) = (L, Rz). Prema definiciji ovih funkcija i inverzne funkcije nalazimo
da za sve prirodne brojeve x,y,z € N vazi:

L{z,yyx = =, R{z,y)x =y, 1 (Lz,Rz)r = 2.

Ova preslikavanja nazivamo projekcijskim funkcijama za Kantorovu funkciju.
Kantorova funkcija 8iri se dalje induktivno na trojke, éetvorke, n-torke prirodnih brojeva
pomocéu

{z,y,2)k = {=,¥)K, 2)K, - {Z1, 22, ..., Tng1dx = {&1, %2, ..., Tn)K, Tnt1)K

Polazeéi od (2), nije tesko proveriti da je onda hyn (21, %2,... ,2n) = {21, 22,... ,2Zn) Kk jed-
nozna¢no nabrajanje n-torki prirodnih brojeva, tj. i za ovu funkciju vazi klju¢no svojstvo
n-torke:

(1,22, ... ,Zn)k ={Y1, Y2, -, Yn)k > 1 =P AT2=Y2 A ... AZp = Yn.

na

S obzirom da h, : N — N, isto tako moZemo uvesti projekcijske funkcije pi* : N — N,
1-1
1 <1 <n, tako da je
(pTo,psx,... ,pnT)K = =, pidT1, T2, .., TadK = T

Pored Kantorove funkcije (z,y)x ima i drugih koje preslikavaju N? 2% N, na primer
1-1

{y,z)x,12°(2y+1) — 1. Ipak, sledeéa hipoteza (nedokazana tvrdnja), Kantorovoj funkeiji
daje specijalno mesto
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3.1.16 Hipoteza Ako je p(x,y) polinom sa realnim koeficijentima koji preslikava
N?1—1inaN, onda je p(x,y) jedna od funkcija {=,y)r, {y, *)x.

Teorema Feuter-Pdlya ovu hipotezu dokazuje za polinome stepena 2.

Kantorova funkcija predstavlja primer jedne kodirajuée funkcije parova prirodnih
brojeva, odnosno n-torki prirodnih brojeva. Naime, pod kodiranjem nekog skupa A
podrazumevamo bilo koje 1 — 1 preslikavanje 7: A — N. Ako je a € A tada se 7(a)
naziva kodom elementa a. Primetimo da ukoliko skup A ima kodirajuéu funkciju
onda neposredno sledi da je A najvise prebrojiv skup. Pomocu kodirajuéih funkcija
mogu se analizirati aritmetickim sredstvima svojstva skupa A. Takva svojstva sku-
pa A nazivamo onda aritmetickim, a sam proces kodiranja aritmetizacijom. Gedel
je prvi koristio kodirajuée funkcije u analizi nekih metamatematickih pojmova. Na-
ime, on je aritmetizovao osnovne logicke pojmove kao §to su termi, formule, dokazi,
teoreme 1 pomocu toga dokazao svoje cuvene teoreme nepotpunosti. Danas se kodi-
ranje kao postupak osim u logici Siroko koristi u teoriji formalne izracunljivosti,
racunarstvu pa i u algebri. U jednom dosta uobic¢ajenom nacinu kodiranja, koji
je uveo Gedel, koriste se prosti brojevi. U toj vrsti kodiranja kljuénu ulogu ima
Osnovna teorema aritmetike, o kojoj ¢e kasnije biti vise reci.

3.1.17 Osnovna teorema aritmetike  Ako je n prirodan broj vedi od 1, onda

postoje jedinstveni prosti brojevi q,,q., ... ,q, takvi da je ¢, < q» < ... < qy, 1 je-
dinstveni prirodni brojevi my, my, ... ,my veci od 0 tako da vazin = ¢ q3"% ...q, *.

Ako je 7 : A — N kodirajuéa funkcija, onda se primenom ove teoreme moze
definisati kod za sve konacéne nizove elemenata iz A.

3.1.18 Definicija Ako je a = {a;,as,... ,a,) niz elemenata iz A, tada je kéd
niza a
ra = p;’al-l-lp;ag-l-l . ‘p‘ran-l-l

gde je p1, ps, ..., P, pocetni komad niza prostih brojeva, tj. py =2, p, = 3,....

Ovu kodirajuéu funkciju nazvaéemo Gedelovim kédom.
Prema Osnovnoj teoremi aritmetike sledi glavno svojstvo ovako definisanog koda,
da se iz 7a moze rekonstruisati ceo niz a. Zaista, za * € N i razlaganje x =

a1 qy? .. qp" broja x na proste faktore, neka je (#); = m,;. U toj novoj notaciji
Gedelov kod niza a = {a;,as,...,a,) je

ra — pgrahpgra)z . ‘pgl'ra)n‘
Prema tome ra; = (ra); — 1,i=1,2,...,n, gde je n indeks najveéeg prostog broja

koji deli ra.

Pored osnovnog oblika rekurzije opisanog u Teoremi rekurzije, a koji ¢emo ubuducell
nazivati obiénom rekurzijom, koriste se i druge vrste rekurzije. Pogledajmo na
sledec¢em primeru kako izgleda rekurzija tipa Fibonacijevog niza. U tom istom pri-
meru videcemo kako se ta vrsta rekurzije moze svesti na obi¢nu, kao i jednu primenu
Kantorove funkcije nabrajanja.
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3.1.19 Primer Fibonaéijev niz Fibonagijev niz f = (fn|n € N) definisan je
rekurzivno na sledeéi naéin

(1) Jo=0, fi=1, frt2 =fo+ foy1, n€N

Ovaj ¢uveni niz uveo je 1202 Leonardo Pisano (Leonardo od Pize), poznatiji pod imenom
Leonardo Fibonacci. Naime, u svojoj Liber Abbaci Fibonadi je postavio ovaj problem
?Koliko ¢ée parova zefeva nastati od jednog para zeceva za godinu dana?” Da bi resio ovaj
problem, Fibonaci je pretpostavio da svaki par zefeva daje par potomaka razli¢itog pola
svakog meseca, da zeCevi postaju fertilni posle mesec dana, i da zecevi nikad ne umiru
(i naravno, niko ih ne jede). Tada ée posle mesec dana biti 2 para zefeva, posle dva
meseca 3 para; sledeéeg meseca prvobitni par, zajedno sa parom rodenim prvog meseca,
dobic¢e dva nova para, §to daje ukupno 5 pari zeceva, itd. Prema tome, rekurentne formule
(1) daju ?matematicki model” razmnozavanja zeceva, uzimajuéi da je fn42 ukupan broj
parova zeceva posle n meseci. Spomenimo da se Fibonaé¢i smatra najveéim evropskim
matematicarem pre Renesanse. Krajem 19. veka E. Lucas nazvao je ovaj niz prema
Fibonadiju, i primenio ga u teoriji brojeva, na primer, u dokazu da je 2'27 — 1 prost broj.

Kepler je nezavisno otkrio isti niz pocetkom 17. veka u vezi sa filotaksijom, studijama
o rasporedu listova i cvetova kod biljaka. Od 1963. godine postoji ¢asopis Fibonacci
Quarterly u kojem su publikovani brojni radovi u vezi sa Fibonacijevim brojevima.

Kao sto vidimo rekurzija tipa Fibonaci nije obi¢na rekurzija. Da bismo ovu vrstu
rekurzije sveli na obi¢nu, uvedimo funkciju h, definisanu pomoéu ho = {0,1)x, hn =
{fn, fnt1)x. Tada hy, zadovoljava rekurzivne relacije

(2) ho =1, hnt1 = <fn+17fn+2>1( = <fn+17fn + fn+1>K = <R(hn)7 L(hn) + R(h")>K

Prema oznakama u Teoremi rekurzije 3.1.4, ovde je b = 21 g(n,z) = (R(2), L(z) + R(z))x
i prema istoj teoremi to je jedina funkcija koja zadovoljava jednakosti (2). S obzirom da
je fn = L(hyp), niz f, jedinstveno je odreden pomoéu (1).

Generalni oblik rekurzije tipa Fibonaci, opisuje se sledec¢om teoremom.

3.1.20 Teorema Neka su A i B neprazni skupovii fi,fo : A > B, i G :
N x A x Bx B — B. Tada postoji jedinstvena funkcija H : N X A — B koja
zadovoljava sledeée rekurzivne jednakosti

H(0,2) = fi(z), H(l,z)= f:(x),

(1) H(y+2,2) =Gy, z,H(y,z), H(y+ 1, 7))

Dokaz Pretpostavimo da preslikavanje H : N x A — B zadovoljava (1) i neka
je h(y,z) = (H(y,z),Hy + 1,2)). Tadah : Nx A > Bx Bih(y+1,2) =
(H(y+1,2),G(y,z, H(y, ), H(y + 1, 2))), pa vaze sledeée rekurzivne jednakosti

h(0, z) = (fi(x), f2(2)),
h(y—l— l,x) = (772(]1(3/7 x)),G(y,x,Trl(h(y, x)),ﬂ'Q(h(y, x))))

U ovim jednakostima m,m : B> — B su projekcijske funkcije. Prema Teoremi
rekurzije funkcija A postoji i jedinstveno je odredena sa f(z) = (fi(z), fo(2)) i
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gly, x,z) = (m2(2), G(y, &, m(2), m2(2))). S obzirom da je H(y,z) = 7 (h(y, z)), to
i funkcija H postoji i jedinstveno je odredena. &

Na sledeéim primerima upoznaéemo potpunu rekurziju, kao i kako se ona moze
svesti na obi¢nu rekurziju

3.1.21 Primer Binomni koeficijenti. Binomni koeficijenti su koeficijenti (:) realnog
polinoma (1 4 z)". Dakle

(1) (o)=Y <Z> .

=0

Iz (1) nije tesko izvesti da vaZe sledeée jednakosti za sve prirodne brojeve n i k.

i ()= G)=r ()= () ()

Dokaza¢emo da rekurentne veze (2) jednistveno odreduju binomne koeficijente. U tom
cilju najpre dokazimo da za sve prirodne brojeve n i k iz (2) sledi

(3) <n+2+1>:

Dokaz izvodimo indukcijom po k. Ako je k = 0, tada iz ("+1) = (") + (nil) i(2) sledi

n+1 n

<n7-|l-1) = 0. Pretpostavimo induktivnu hipotezu, tj. jednakost (3) za fiksiran prirodan broj

k 1 sve prirodne brojeve n. Dalje, (niZiQ = <n+Z+1) + <n+Z+2)7 pa prema induktivnoj

hipotezi <n+2+1) = 01 takode uzimajuéi u induktivnoj hipotezi n + 1 umesto n nalazimo
(niz}w) = 0. Otuda je <n+2+2) = 0, pa prema indukciji tvrdenje (3) sledi.

3.1.22 Teorema Neka aritmeticka funkcija H(n, k) zadovoljava rekurzivne jednakosti
H(n,0)=1, H(n,n)=1,
Hn+1L,k+1)=H(nk)+ Hn,k+1) nkeN
Tada H(n,k) = (:), nk e N.

(1

Dokaz Najpre primetimo da je kao u slufaju binomnih koeficijenata H(n,k) = 0 za
n < k. U daljem dokazu koristi¢emo ideju Gedelove kodirajuée funkcije. Neka je h, kod

niza H(n,-),i=0,1,... ,n, tj.
hn = pr{(nyl%

uz dogovor pg = 1. Tada, koristeéi rekurentnu vezu (1) kao i H(n,n + 1) = 0, imamo

n+1

(2) n+1—HPz i) H i) - H z-l-l —h sz+1
(=)

Dakle, niz h,, definisan je obi¢nom rekurzijom pomoéu ho = 11 g(n,z) = z- H?:o Piyi s ba
prema Teoremi rekurzije postoji tacno jedan niz koji zadovoljava (2) i ho = 1. S obzirom
da je H(n,i) = (hn)i, sledi da rekurentne formule (1) takode odreduju tacno jedan niz.
Binomni koeficijenti zadovoljavaju istu rekurentnu formulu, prema tome H(n,i) = (7),
¢ime Je teorema dokazana.

Razmotrimo nekoliko posledica prethodne teoreme.
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n!

3.1.23 Posledica Za sve prirodne brojeve 0 < k < n, <Z> = m

n!
kl(n — k)!
prethodnoj teoremi. &

Dokaz Primetimo da niz H(n,k) = zadovoljava rekurentne formule (1) u

3.1.24 Posledica Neka skup A ima tacno n elemenata i neka je C} broj k—clanih

podskupova skupa A. Tada vaZi jednakost O} = <Z>

Dokaz Neka je A = {ai,az2,...,an}, gde su a; razliciti elementi, i neka je S = AU {a}
gde a € A. Tada svaki k + 1-¢lani podskup X skupa S pripada jednoj od disjunktnih klasa
sa svojstvom:

1. a € X. Takvih podskupova ima koliko i k-¢lanih podskupova skupa A, dakle C7y;.

2. a ¢ X. Takvih podskupova ima koliko k 4 1-¢lanih podskupova skupa A, dakle C7y ;.

Otuda C:Ll = Oy + C}y,. S druge strane ocigledno vazi Cy = 1, C}; = 1, te prema

prethodnoj teoremi C} = (Z) &

Sledeéi primeri aritmetickih funkcija takode su kombinatornog karaktera. Stir-
lingovi brojevi, o kojima ¢e biti reéi, od znac¢aja su u kombinatorici, teoriji konaénih
razlika, algoritmici i asimptotskoj analizi.

3.1.25 Primer Stirlingovi brojevi. Najpre ¢emo razmotriti Stirlingove brojeve
druge vrste, si. Rekurentne veze pomoéu kojih se definisu brojevi si za 1 < n, k glase:

(1) s =1, sh=1, sZIllst—l—(k—l—l)sZH, nke N,n,k>1

Kao 1 u sluéaju binomnih koeficijenata pomoéu Teoreme rekurzije dokazuje se da vaZi
teorema:

3.1.26 Teorema Postoji tacno jedan niz s}, koji zadovoljava (1).

Nije tesko videti da vazi s = 0 za n < k. U sledeéoj ”Stirlingovoj” tablici dajemo
nekoliko vrednosti za ove brojeve:

s 1

2 s2 1 1

EEE S 1 3 1
sioss st st 1 7 6 1

Stirlingovi brojevi druge vrste imaju interesantne kombinatorne osobine i zadovoljavaju
veéi broj zanmimljivih identiteta. Razmotrimo neke od njih.

3.1.27 Teorema Neka je A = {ai1,az2,... ,an} skup od n elemenata, 1 <k < n i
neka je h(n, k) broj particija skupa A na ta¢no k nepraznih skupova. Tada je h(n,k) = sj,.
Dokaz Neka je S = AU{a}, gde a ¢ A. Tada S ima n + 1 element, dok svaka particija
Y={%,Ys,...,Yit1} skupa S na k + 1 klasa pripada jednom od sledeéih tipova:

1. Za neki 1 < n, Y; = {a}. Tada preostale klase ¢ine razbijanje skupa A na k klasa, pa
ovakvih particija skupa S ima h(n, k).
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2. Klasa Y; koja sadrzi a takode sadrzi bar jo§ jedan element. U takvom slu¢aju particija
Y dobijena je iz neke particije X = {X1, X>2,...,Xg4+1} skupa A. S obzirom da se iz
X moze dobiti k + 1 particija domena S (dodavanjem elementa a jednom od skupova

Xi), ovakvih particija skupa S ima (k + 1)h(n, k + 1).

Shodno prethodnom razmatranju nalazimo da je
hin+1,k+1)=h(n,k) 4+ (k+ Dh(n,k+1),

dok je ocigledno h(n,1) = 11 h(n,n) = 1. Dakle h zadovoljava rekurentne formule
za Stirlingove brojeve druge vrste, pa je prema prethodnoj teoremi h(n,k) = sj; za sve
pozitivne prirodne brojeve n i k.

3.1.28 Posledica Broj relacija ekvivalencija na skupu od n elemenata jednak je

n

§ n
Sp -

k=1

Neka su n,k € Ni f:n 2 k (podsetimo se da je n = {0,1,... ,n — 1}). Tada je
X = {f7'(i)| i € k} jedna particija skupa n. S druge strane, ako je p permutacija skupa
k,ondazag=pofvazsig:n 3 kid ={g7(i)|i € k}. Dakle, sledeée tvrdenje je
posledica prethodne teoreme.

3.1.29 Posledica Neka su A1 B konacni skupovi ¢iji su kardinalni brojevi redom n
ik, gdejek <n. Tadaje |{f] f: A B} =klsT.

Neka su n i m proizvoljni prirodni brojevi. Ako je f : n — m onda postoji k € N i
X Cm,|X| =k, tako da f : n 23 X. Prema tome, skup F = {f|f : n — m} jednak je
disjunktnoj uniji skupova Fx, X Cm, gde je Fx = {f|f:n 3 X}. Dakle,

7| = Z > 1Fxl

k=1 XCm,|X|=k

S obzirom da k—¢lanih podskupova skupa m ima (’:)7 vazgi m” = Z Kl <7Z> o
k=1

3.1.30 Posledica m" = Zm(m— 1...(m—k+1)s;.

k=1

Neka 2™ ozna¢ava realan polinom zz—1)...(e —k+1),zak > 0,1 20 = 1.
Podsetimo se na sledeéu ¢injenicu iz teorije polinoma: Ako polinomi f(z) i g(x) stepena < k
imagju iste vrednosti za k + 1 razli¢itih vrednosti argumenata, onda su f(z) i g(x) identiéni
polinom:. Koristeél ovu ¢injenicu, s obzirom da prethodni identitet vaZzi za beskona¢no
mnogo vrednosti - za sve prirodne brojeve m, sledi:

n

3.1.31 Posledica Vn€NVz€R 2" = Zszx““)

k=1
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Stirlingovi brojevi prve vrste S definigu se kao koeficijenti polinoma z™ | tj. definicioni
identitet za ove brojeve je

2™ = Z Sk,
k=1

Dakle, S} su celi brojevi, i neki od njih su negativni. Malom modifikacijom, uvodeéi niz
o = (=1)"T*82 dobijamo

(3.1.32) 2 =3 (1) et

Za brojeve o, ¢e se ispostaviti da su prirodni brojevi. Polazeéi od prethodnog identiteta,
nalazimo

n+1
Z(_l)n—k+1as+lxk =yt () (x _ n)

k=1

n

= Z(—l)"_kaZka — Z(—l)"_knaZxk
k=1

k=1

n
= z:(—l)"_k-l'1 (oh_1 + naZ)xk + ol g™t
k=1

odakle nalazimo
(3.1.33) oy =0, on=1, optt =of_ +nop, k=1,2,... ,n.

Prema Teoremi rekurzije ove rekurentne jednakosti odreduju niz o jednoznacno.

U vezi sa Stirlingovim brojevima postoje mnogobrojne sumacione formule. Koristedi
brojeve sj; odredi¢emo zbir k-tih potencija prvih n prirodnih brojeva. U tom cilju uvedimo
operator konacne razlike A,. Neka je f: R — R realna funkcija.

3.1.34 Definicija A,f(z)= f(z+1)— f(x).

Iz definicije operatora A, neposredno se proveravaju sledeéa svojstva ovog operatora:

1. A, je linearan operator na vektorskom prostoru svih realnih funkcija nad poljem R.
2. 3L Aif () = f(n+1) = £(0).

Za polinom 2" takode nije tesko proveriti sledece jednakosti:

(3.1.35) Azx(") = nx("_l), (x + 1)(") =(z+1) Lgtnh
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Otuda nalazimo

E n
Zl BRI 9
i=0 j=1 j=1 i=0

:Jz:;silzzo:l( Z ZmAlj-l-l
k k
=;jiﬁ§;m”“) :ZJL S (n 4 1)+

k k
R .
_ 1 i,
(n+ )Zjﬂ"
Jj=1
Dakle vazi
LI
3.1.36 Tvrdenje 1"4+2"4+.  4n"= 1 I ),
vrdenje + 27 4+ +n (n+ )2j+1n
j=
Na primer,
3 3 ? (1) 5% (2) Sg (3)
1°"+2°4+...4+n (n+1)(7 —|—§n + )
1 3 1 1
:n(n+1)(§—|—g(n—l)—l—z(n—l)(n—?)):Z~n2(n—|—1)2.

Iz aksiome indukcije mogu se izvesti takode druge vrste indukcije, kao metode
dokazivanja teorema o prirodnim brojevima. Razmotrimo dva takva primera.

3.1.37  Princip indukcije sa dve hipoteze. Neka je ¥(n) bilo koje svojstvo
prirodnih brojeva. Tada je

(12) T(0) AW(1) AVR((T(n) AT(n + 1)) = (n + 2)) = Vn U(n)

posledica Peanovih aksioma.

Dokaz Neka je ®(n) formula (¥(n) A ¥(n 4+ 1)) u obiénoj indukciji. Kako je

formula (¥(n) A¥(n+ 1)) = (¥(n+ 1) A ¥(n + 2)) logicki ekvivalentna formuli

(T(n) A¥(n+1)) = ¥(n+2), tvrdenje sledi. &
Primetimo da (I2) daje sledeéi metod dokazivanja svojstava prirodnih brojeva:

Neka je ¥(n) bilo koji iskaz koji se odnosi na prirodne brojeve, i pretpostavimo da

u N vazi

1. ®(0) i ¥(1).

2. Za svakin € N, iz ¥(n) i U(n+ 1) sledi ¥(n + 2).

Tada N |= Vn¥(n).

3.1.38 Primer Neka je RY = (R™,R,-) vektorski prostor realnih nizova i neka

je L : RN — RY linearan operator definisan pomoéu L(f)n = fat2 — fn — fny1. Jezgro
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operatora L, W = {f € RY| L(f) = 0}, je skup resenja diferencne jednagine fn4z — frn —
Srng1 = 0 (primetimo da je Fibonadijev niz resenje ove jednacine). Neka su A, A2 resenja
karakteristi¢ne jednacine &> —1—a = 0 ove diferencne jednacine. Tada APT? — AP —\PH! =
M(AF —1—X) =0, panizovi g = (A\|n € N)i h = {(A\|n € N) pripadaju prostoru
W, tj. linearni pokriva¢ L(g,h) je podskup od W. S druge strane, za proizvoljan f € W
sistem linearniih jednacina

zgo+yho = fo
zgr +yhi = fi

r+y = fo

t].
) zA +yre = f

ima jedinstveno resenje, neka je to (a, 8). Dalje, uvedimo niz F = ag+ fh. Tada Fy = fo

i Fi = fi. Ako pretpostavimo F,, = fn i Fry1 = frny1, tada

Fryo =agny2 + Bhngs = a(gn+1 + gn) +B(hn+l + hn) =
(agn+1 +Bhn+l) + (agn + Bhn) =Fn+ Foy1 = fo+ for1 = frto,

pa prema (12) F' = f. Dakle, W = L(g, h). Odavde za Fibonacijev niz vazi

o19) = () - (55))

Potpuna indukcija pored obi¢ne indukcije daje vazan metod za izvodenje dokaza
teorema o prirodnim brojevima. Posebnu zanimljivost predstavlja ¢injenica da je
ova vrsta indukcije zapravo logicki ekvivalent Principa najmanjeg elementa za s-
tandardno uredenje prirodnih brojeva. Za razliku od obic¢ne indukcije, kod potpune
indukcije induktivna hipoteza sastoji se od svih iskaza ¥(0), (1), ..., ¥(n — 1),
gde je ¥ formula koja se dokazuje potpunom indukcijom. Evo precizne formulacije.

3.1.40 Princip potpune indukcije  Neka je ¥(n) bilo koje svojstvo prirodnih
brojeva. Tada je
Vn((Vk < n)¥(k) = ¥(n)) = Yn¥(n)

posledica Peanovih aksioma.

Dokaz Pretpostavimo
(1) Vn((Vk < n)¥(k) = ¥(n))

Neka je S = {k € N|N = ¥(k)}. Pretpostavimo da ¥(n) ne vazi za sve prirodne
brojeve n, tj. neka je S # . Prema Principu najmanjeg elementa postoji najmanji
prirodan broj m € S°¢. Tada ¥(k) vazi u N za sve k < m, pa prema (1) onda i
¥(m) vazi u N, suprotno izboru broja m. Dakle, ¥(n) vazi za sve prirodne brojeve
n, $to je i trebalo dokazati.

Princip potpune indukcije moze se i direktno dokazati polazeéi od Aksiome in-
dukcije. Zaista, u Aksiomi indukcije

(2) ®(0) AVR(®(n) = ®(n + 1)) = Vnd(n)
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izaberimo za ®(n) formulu (Yk < n)¥(k). Kako je formula
TOATMA...ATn—1)=>TO0)AT(LA...AT(n—1)AT(n)
logicki ekvivalentna formuli
TO)AT(I)A...AT(n—1) = ¥(n)
iz (2) sledi
(3) (W(0) AVR(T(0) A (1) A...AT(n— 1) = T(n))) = Yn¥(n).

S obzirom da je (Vk < 0)¥(0) logicki ta¢na formula, za n = 0 formula (Vk <
n)U (k) = ¥(n) svodi se na ¥(0). Dakle u (3), u hipotezi se ¥(0) moze izostaviti,
a time se dobija Princip potpune indukcije. &

U prethodnom dokazu videli smo da je Princip potpune indukcije posledica Prin-
cipa najmanjeg elementa. Da vazi i obrnuto mozemo se uveriti na osnovu sledeceg
izvodenja. Neka je ®(n) proizvoljan iskaz o prirodnim brojevima. Stavljajuéi =®(n)
umesto ¥(n) u formuli pomoéu koje je iskazan Princip potpune indukcije, nalazimo

Vn((Vk < n)=®(k) = -®(n)) = Yn-®(n)
Odavde, koriste¢i jednostavne tautologije i valjane formule, kao sto su
—Pe P (P=Q)s (-Q=-P), 2(P=Q) (PA-Q), ~Vz0 & Jz-0,
dobijamo ekvivalentne formule

—Vn=®(n) = =Vn((Vk < n)=®(k) = =®(n)),
In®(n) = In((Vk < n)=B(k) A B(n)),

od kojih je poslednja Princip najmanjeg elementa za prirodne brojeve. Skupovnu
formu ovog principa mozemo dobiti uzimajuéi n € S za ®(n).

U vezi sa Principom potpune indukcije je definisanje nizova pomocu potpune
rekurzije; jedan primer te vrste videli smo kod binomnih koeficijenata. Za niz
H = {H,|n € N) elemenata domena A kazemo da je definisan potpunom rekurzijom
ako se svaki ¢lan H,, ovog niza izracunava koristeci prethodne ¢lanove niza Hy, H,,
..., H,_;. Drugim re¢ima za neku funkciju G, vazi H,, = G(n, H|n), gde je H|n
restrikcija funkcije H nan = {0,1,... ,n— 1} (primetimo da je H|0 = @, tj. H|0 je
tzv. prazna funkcija). O egzistenciji ovako definisanog niza govori sledeéa teorema.

3.1.41 Teorema potpune rekurzije  Neka je A neprazan skup, F skup svih
konac¢nih nizova domena A i neka je G : N X F — A. Tada postoji tacno jedan niz
H: N — A tako da vazi

(PI) H(n)=G(n,Hn), neN
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Dokaz Najpre primetimo sledecu ¢injenicu.

(1) Ako je s € F in ¢ dom(s), onda sU {(n,G(n,s))} € F.

Dalje, neka je § skup svih konacnih podskupova skupa N x A i neka je G
N x & — A bilo koje preslikavanje takvo da je G C (. Prema Teoremi rekurzije
31dzab=0ig: Nx8 —8,¢:(n,z)— zU{(n,G(n,z))} rekurentnim formulama

ho=0  huy =h, U{(n,G(n,h,)}

odgovara jedinstven niz 2 : N — §. S obzirom na (1), indukcijom po n nije tesko
dokazati da je h, zapravo konacan niz elemenata iz A, tj. h, € F za sve n € N.

Otuda, G(n, h,) = G(n, h,), pa
(2) hpt1 = h, U{(n,G(n, h,)}

S obzirom da je hg C hy C hy C ..., to je H = |J,cn hn preslikavanje iz N u
A ivazi Hn = h,. S obzirom na (2), preslikavanje H zadovoljava (PI), ¢ime je
dokazana egzistencija funkcije H.

Jedinost funkcije H sledi na osnovu potpune indukcije: pretpostavimo da funkcija
H' : N - A zadovoljava H'(n) = G(n,H'|n) = G(n,H|n) = H(n), pa prema
Principu potpune indukcije tvrdenje sledi. &

3.1.42 Primer Bernulijevi brojevi, b, (prema J. Bernoulli). Uzeéemo da je u N
zan <k, Z:;k z; = 0. Tada se niz Bernulijevih brojeva definige rekurzijom

n—1
(1) bn:n}rl(nH—Z(";rl)bk), neN.

Ovaj niz brojeva uveo je Jakob Bernuli (Jakob Bernoulli) 1713 g. u vezi sa sumom Pr(n) =
Zn i*. Podsetimo se da je prema Tvrdenju 3.1.36, Py () polinom stepena n + 1. J.

i=1
Bernuli otkrio je identitet

1 n+1 n+l n+1 n—1 n+1
(2) Pn(x)_n+1<< 0 >Box —|—< 1 >le —|—...—|—< N >an>

n+1
k
By, zadovoljava (1) (za b, = Bjp). Prema Teoremi potpune rekurzije sledi da je B, niz

Uzimajuéi u (2) ¢ = 1, nalazimo n = ZZ=1 ( )Bk, odakle neposredno sledi da niz
Bernulijevih brojeva.

S obzirom da se u dokazu identiteta (2) koristi delom teorija polinoma, taj dokaz raz-
motri¢emo kasnije. Primetimo da je zapravo dovoljno dokazati da u (2) koeficijent B; ne
zavisi od n. Ovde samo nalazimo vezu izmedu Bernulijevih brojeva i Stirlingovih brojeva
2. vrste.

Prema identitetima 3.1.35 1 3.1.36 nalazimo

_ QI ITEPNISRE T o I GRS A P
(3.1.43) Pn(x)_(x+1)x;k+1(x 1) _nHZ( ; >b1x

=0
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Deleéi sa x, zatim stavljajuéi z = 0 i koristeéi (—1)(k_1) = (=1)*7'(k = 1), nalazimo

n

_ (_l)k_l (k — 1)' n
=)

k=1

Koristeéi ovaj identitet, ili rekurentnu formulu (1), nalazimo prvih nekoliko Bernulijevih

brojeva: bp =1, by = 1/2, bo = 1/6, bs = 0.

U leto 1900. godine, odrzan je u Parizu Drugi medunarodni kongres matemati-
cara. Ovaj kongres zapamcéen je po predavanju Davida Hilberta u kojem je Hilbert
izlozio pravce kojima treba da se krece matematika 20. veka. To svoje predavanje
izlozio je u vidu 23 problema. Drugi problem glasi:

Dokazati da aksiome aritmetike nisu protivrecne, tj. da se polazeéi od njih
u konacénom broju logickih koraka ne moZe doéi do rezultata koji protivreée
jedan drugom

Glavni motiv koji je lezao u osnovi Hilbertovog predavanja je pitanje nepro-
tivrecnosti matematike. S obzirom da je aritmetika osnovna matematicka teorija,
Hilbert je ocekivao direktan dokaz neprotivrecnosti ove teorije. U tu svrhu bilo je
neophodno izvr§iti formalizaciju aritmetike, odnosno da se aritmetika postavi kao
formalan sistem. Potpunu formalizaciju aritmetike Hilbert ée uraditi tek dvade-
setih godina ovog veka, i ta] sistem danas je poznat kao Peanova aritmetika prvog
reda, odnosno formalna Peanova aritmetika, ili jednostavno Formalna aritmetika.
Danas se ova teorija smatra zadovoljavajuéim aksiomatskim sistemom prirodnih
brojeva i osim u metamatematici izu¢ava se 1 primenjuje u drugim oblastima mate-
matike, kao sto je kombinatorna teorija brojeva, teorija algoritama i nestandardna
analiza. Aksiome ove teorije, koju éemo krace obeleziti sa FPA, date su u predikat-
skom rac¢unu prvog reda i glase:

1. l";ﬁO, 2. =y =>x=y,
3. x+0=ux, 4. z+y =(x+y)
5. z:0=0 6. z-yYy=z-y+z

i shema aksioma indukcije

7. (p(0) AVa(p(2) = p(2"))) = Yop(z)

Kao sto vidimo, Formalna aritmetika je teorija prvog reda jezika {’,+,-, 0}.
Polazeéi od ovih aksioma mogu se dokazati uobicajeni algebarski zakoni za + i

Takode se moze uvesti relacijski simbol < koji zadovoljava aksiome linearnog
uredenja saglasne sa + i -, kao i simbol eksponencijalne funkcije sa ocekivanim oso-
binama. Spomenimo da uvodenje ove funkcije u formalnu aritmetiku nije trivijalan
zadatak. U formalno] aritmetici mogu se definisati i razne druge funkcije, odnosno
u njoj se mogu izgraditi sve elementarne funkcije pa i dokazati njihove osobine koje
se inace izvode u Peanovoj aritmetici. Dakle, moglo bi se ocekivati da je formalna
aritmetika dovoljna za zasnivanje prirodnih brojeva. Ali, Gedelovi rezultati, tzv.
teoreme nepotpunosti,iz tridesetih godina ovog veka pokazali su da to nije slucaj,
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niti da je to moguée uraditi na nacin kako je izgradena formalna aritmetika (tj.
da ne postoji rekurzivan sistem aksioma ¢ije su teoreme tacno recenice koje vaze u
strukturi prirodnih brojeva). Istina, tek 1978. godine pronaden je primer, o kojem
¢e kasnije biti reci, iz kombinatorne teorije brojeva koji je istinit u IN ali ne i dokaziv
u formalnoj aritmetici. Rec¢ je o jednoj varijanti Remzijeve teoreme, dok su raniji
primeri nedokazivih u FPA ali istinitih tvrdnji bili metamatematickog karaktera.

Primetimo da je FPA mnogo slabija teorija od Peanove aritmetike, ali s druge
strane FPA je teorija prvog reda dok Peanova aritmetika to nije. Naime, u Peanovoj
aritmetici Aksioma indukcije odnosi se na bilo kakve iskaze, pa 1 one koji se ne mogu
zapisati pomoc¢u predikatskog racuna prvog reda. Otuda mnoge teoreme Peanove
aritmetike vaze sa ogranic¢enjem u FPA. Na primer, Princip najmanjeg elementa
vazi u FPA samo za definabilne skupove, tj. one podskupove prirodnih brojeva
koji se mogu opisati pomocu neke formule teorije FPA. Mada to moze izgledati
kao manjkavost Formalne aritmetike, ipak FPA predstavlja osnovno sredstvo za
izucavanje i precizno definisanje fundamentalnih metamatematickih pojmova, kao
§to su broj, dokaz, neprotivurecnost i algoritamska odlucivost.

Formalna aritmetika daje 1 jedan ”gratis”. Naime, s obzirom da struktura prirod-
nih brojeva zadovoljava aksiome FPA, prema Teoremi kompaktnosti, preciznije
prema Teoremi 2.3.5, postoje modeli ove teorije proizvoljno velike kardinalnosti.
Dakle, postoje strukture koje zadovoljavaju aksiome Formalne aritmetike, a nisu
izomorfne strukturi prirodnih brojeva. Takve strukture nazivamo nestandardnim
modelima prirodnih brojeva. Tu ¢injenicu prvi je uo¢io Thorn Skolem tridesetih
godina ovog veka. Kako neobi¢no izgledaju nestandarni modeli prirodnih brojeva
pokazuje sledeéi primer.

3.1.44 Teorema Neka je M = (M,+,-,<,0) nestandardni model prirodnih
brojeva. Tada se u (M, <) moZe utopiti uredenje racionalnih brojeva (Q, <).

Dokaz Neka je relacija ~ u M definisana pomocéu
t~ysdIneN@+n=yVy+n=uz)), z,y € M.

Za x,y € N redi ¢emo da su na konacnom rastojanju ako x ~ y; inaCe su na
beskonaénom rastojanju. Onda je ~ relacija ekvivalencije domena M i M/~ je
tada linearno ureden pomocéu

z/~<y/~ <& <yA iy suna beskonaénom rastojanju”

Akosua,be M/~ a=ux/~ b=y/~,iakojea<b, tadaza z = (z +y)/2 ako
je # + y paran, odnosno z = (¢ + y + 1)/2 ako je x + y neparan, i za ¢ = z/~ vaii
a < ¢ < b. Drugim rec¢ima, dokazali smo da u M/~ vazi

Vey(e <y = Jz(e < 2 < y))

tj. (M/~, <) je gusto linerno ureden skup. Otuda sledi da (M /~, <) sadrzi uredenu
kopiju racionalnih brojeva, v. Primer 3.3.11; neka je to S = {a,/~ | ¢ € Q}. Tada
je {a | ¢ € Q} uredena kopija racionalnih brojeva sadrzana u M.
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Prethodno tvrdenje pokazuje da nestandardni modeli prirodnih brojeva nisu do-
bro uredeni, dakle, nijedan nestandardan model FPA ne zadovoljava Princip naj-
manjeg elementa za proizvoljne podskupove. Ovom napomenom istovremeno za-
vriavamo izucavanje zasnivanja prirodnih brojeva.

3.2 Celi brojevi

Izgradnja uredenog prstena celih brojeva zasniva se na strukturi prirodnih brojeva.
Uveri¢emo se da je taj cilj, zasnivanje celih brojeva, daleko jednostavniji u odnosu
na prirodne brojeve. Osnovna ideja prisutna u izgradnji celih brojeva je da se uvede
jo§ jedna operacija — oduzimanje. Otuda ¢e celi brojevi u osnovi biti predstavljeni
kao razlike prirodnih brojeva. Samo, umesto x — y pisaemo (z,y) s tim da ¢emo
”izjednacavati” parove ¢ije koordinate imaju iste razlike. Prateéi ovu ideju, neka je
D=N?*iD=(D,+,-(0,0),(1,0)), gde je za parove (z,, ), (#2,y.) € N?

(1, 01) + (22, 92) = (21 + 22,00 + ¥2)
(Zry0n) - (22 00) = (2122 + Y1 Y, Ty + 2201)

3.2.1 Lema Struktura D ima sledeéa svojstva:

1. (D,+,(0,0)) je komutativna semigrupa sa neutralnim elementom.
2. (D,-,(1,0)) je komutativna semigrupa sa neutralnim elementom.
3. U D vaZe zakoni leve i desne distribucije operacije - prema +.

Dokaz 1. Primetimo da je (D, +, (0, 0)) kvadrat strukture (N, +, 0), pa s obzirom
da je (N, 4+, 0) komutativna semigrupa sa neutralnim elementom, prema Posledici
1.8.9, tvrdenje sledi.

2. Dokazimo, na primer, asocijativni zakon. Za parove (z;, ;) € D, ¢ = 1,2,3
koristeéi odgovarajuce algebarske zakone za - i + u N, imamo

(1y) - (22,02)) - (3, y3) = (2122 + Y14, T1Y> + 2201 ) (T3, 4) =

(122 + 1 y2) s + (21 + 2ot s, (122 + Y1 Y2)Ys + T3 (1Yo + 2211)) =
2y (2223 + Yoys) + Y1 (Y23 + T2Ys), 21 (X2ys + Ta3y2) + (y2ys + T223)yy) =
ri,y1) (T2, 92) - (%3, 43))-

o~ o~ ——~ —

Slicno se dokazuju i ostali zakoni u 2. i 3. &

3.2.2 Lema Neka je ~ binarna relacija domena D definisana pomoéu

(l‘layl) ~ (1‘273/2) STt Y =22+ Y-

Tada je ~ kongruencija algebre D.

Dokaz S obzirom da su operacije +, - komutativne, prema Lemi 1.10.8 dovoljno
je dokazati
r~y=>at+r~a+y a-r~a-y, a,e,y€ D
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Dokazimo, na primer, da je ~ sleva saglasna sa operacijom -. Neka su a, b, z,, yi,
s, Yo prirodni brojevi i pretpostavimo (z;,y;) ~ (%2, y2). Tada

Tyt Y =22+ U
(aab) : (l‘layl) = (al‘l + by, ay + bl‘l)a (aab) : (1‘27312) = (ax2 + by, ays + bl‘2)

odakle nalazimo
(al’l + byl) + (ay2 + bl‘2) = (ax2 + by2) + (ayl + bl‘l)- &

Dakle, mozemo formirati koli¢nicku algebru
D/N = (Da +/~7 '/Na (07 0)/~7 (17 0)/~)

koju ¢éemo oznaciti sa Z = (Z,+,-,0,1). Za n € N, neka n oznacava element
(n,0)/~. Najzad, neka je v : N — Z preslikavanje definisano pomoéu v : n — n,
n € N. Za algebru Z i ovako uvedene konstante i funkciju v vazi sledece tvrdenje.

3.2.3 Lema 1. Z je komutativan prsten sa jedinicom.
2. Za svako x € Z postoji n € N tako da jex =n ili x = —n.
3. Preslikavanje v je utapanje strukture (N,+,-,0,1) u Z.

Dokaz 1. Z je homomorfna slika algebre D, pa prema Lemi 3.2.1, Lemi 1.6.2 i

Teoremi 1.10.14, imamo

a) (Z,4+,0) je komutativan monoid.

b) (Z,-,1) je komutativan monoid.

c) U Z vazi distribitivan zakon operacije + prema -.

d) (2:9)/~ + (5, 2)/~ =0.

2. Neka je # € Z, na primer « = (a, b)/~. Tada:

a) Ako je a > b, onda a = b+ n za neki n € N, odakle x = (b+ n,b)/~. S obzirom
da je (b+ n,b) ~ (n,0), sledi z = (n,0)/~, tj. x = n.

b) Ako je @ < b, onda b = a + n za neki n € N, prema tome z = (a,a + n)/~=
(0,n)/~. S obzirom da je n+ (0,n)/~= 0, sledi (0, n)/~= —n, tj. # = —n.

3. Neka su m i n prirodni brojevi. Tada

v(intm) = (n+m,0)/~ = ((n,0)+ (m,0))/~
(n,0)/~ +(m,0)/~ =n+m=v(m)+v(n),
v(n-m) = (nm,0)/~ = ((n,0) - (m,0))/~
(n,0)/~-(m,0)/~ =n-m=v(n)-v(m),
v(0)=(0,0)/~ =0 v(1)=(1,0)/~ =1,
v(n) =v(m) = (n,0)/~ = (m,0)/~= (n,0) ~ (m,0)
n+0=m+0=n=m, tj. v jel-1 preslikavanje.

Dakle, v je utapanje strukture (N, +,-,0,1) u Z. &
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Algebru Z nazvacemo strukturom — prstenom celih brojeva, a prirodne brojeve
mozemo identifikovati sa {n|n € N}, videti Teoremu 2.2.5. Prema prethodnom
tvrdenju, onda se skup Z moze razbiti na dva skupa; skup N nenegativnih celi-
h brojeva i skup negativnih celih brojeva {—n|n € N,n # 0}. U Z se uvode
uobicajene operacije, pre svega operacija oduzimanja: x —y = « + (—y), dok se
apsolutna vrednost za @ € Z definiSe pomoéu |z| = n ako je # = n, odnosno |z| =n

ako je x = —n, n € N. Prsten Z je bez delitelja nule, tj. nije tesko proveriti da u
Z vaizi
(3.2.4) ry=0=2>2=0vVy=0, zye”

U dokazu ove c¢injenice moze se poci od toga da tu istu osobinu ima struktura
prirodnih brojeva.

Sledeée svojstvo celih brojeva odreduje mesto strukture Z u algebarskom vari-
jetetu svih prstena sa jedinicom.

3.2.5 Teorema Z je najmanji prsten koji sadrzi izomorfnu kopiju prirodnih
brojeva u sledeéem smislu: Neka je N = (N, +,-,0,1) i neka je P bilo koji prsten
sa jedinicom. Ako je p: N — P utapanje, tada postoji utapanje 6 : 7 — P tako da
dijagram (D) komutira.
Z —— P
(D) v Tp p= Oov
N

Dokaz Preslikavanje 0 definiSemo na sledeéi nacin:

o) { p(n), akojexr =mzanekine N,
r) =
—p(n), akoje x = —n za neki n € N.

Prema prethodnoj lemi, preslikavanje 6 je dobro definisano, i vazi p = 6 o v. Dalje,
neka su a,b € Z. Tada postoje n,m € N tako da je a = n, b = m, ili ¢ = n,
b=-m,ilia=-n,b=m,ilia=-n, b=—m.

Pretpostavimo, na primer, drugi sluéaj: ¢ = n, b = —m. Tada imamo dve
mogucnosti: n = m+ k,ili m = n+ k za neki £ € N. Recimo da je n = m + k.
Tada p(n) = p(m + k) = p(m) + p(k), dakle, prema definiciji preslikavanja 0,

(1) p(k) = p(n) = p(m) = p(n) + (=p(m)) = 0(a) + 6(b).
S druge strane,
0(a +0) =0(v(n) + (=v(m))) = 0((n,0)/~ +(0,m)/~) =
0((n,m)/~) = 0((k, 0)/~) = 6(v(k)) = p(k),

odakle, prema (1) sledi, 0(a 4+ b) = 0(a) + 6(b). Na isti na¢in razmatramo i drugu
mogucnost m = n + k, kao i ostala tri slucaja za a i b.
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Na slican nac¢in dokazuje se da je O(ab) = 6(a) - 0(b),a,b € Z, kao i da je 0
1 — 1 preslikavanje. Otuda sledi da je 8 utapanje prstena Z u prsten P, kao i da je
Bov=np. ¢

Relacija standardnog uredenja moze se prosiriti i na domen Z, kao sto pokazuje
sledeca teorema. U iskazu i dokazu teoreme, N oznacava skup {n|n € N}. Prime-
timo da je N podalgebra prstena Z.

3.2.6 Teorema  Neka je relacija < domena 7 definisana pomocu x < y akko
y—x € N. Tada:
1. < je relacija linearnog uredenja domena 7,
2. < je saglasna sa operacijama prstena Z, tj. u Z vazi:

r<y=z+z<y+z z<yA0<z=zz<yz
3. Zasve myn € N, m <n akkom <n.
Dokaz Neka su z, y, z celi brojevi. 1. Dokazimo tranzitivnost relacije <. Pret-
postavimoz < yiy <z Taday—z € N, z—y € N, odakle (y—z)+ (2 —y) € N,
tj. z—x €N, paz<z.

Slicno se dokazuju antisimetricnost 1 refleksivnost relacije <. Najzad, dokazimo

da je < linearna relacija. Za neki n € N vazi 2 —y = n, ili # — y = —n, dakle
r—yeNiliy—zreN,pax<yiliy<ez
Dokazi za 2. i 3. su sli¢ni prethodnim dokazu, pa ih izostavljamo. &

Ubuduée strukturu prirodnih brojeva identifikova¢emo sa podalgebrom N prste-
na celih brojeva Z.
Za strukturu celih brojeva vazi slede¢i oblik principa najmanjeg elementa.

3.2.7 Princip najmanjeg elementa za cele brojeve Svaki neprazan i
ogranicen odozdo podskup skupa celih brojeva ima najmanji element.

Dokaz Neka je S C Z neprazan. Ako je S C N tvrdenje sledi prema Principu
najmanjeg elementa za prirodne brojeve. Pretpostavimo da postojia € 5, a < 0, 1
neka je m donja granica skupa S. Neka je S’ = {—z|z € S,z < 0}. Tada je S' £
i85 C{0,1,...,m}; dakle, S’ je konacan i prema tome postoji n = max5’. Tada
je —n = min$. &

3.3 Racionalni brojevi

Izgradnja polja racionalnih brojeva izvodi se sli¢no zasnivanju celih brojeva. Jedino
§to se u ovom slu¢aju polazi od veé izgradenog prstena celih brojeva, a operacija koju
zelimo da uvedemo — prosirimo jeste operacija deljenja. Otuda se racionalni brojevi
predstavljaju kao koliénici — razlomci celih brojeva. Ureden par (z, y) predstavljace
razlomak #/y, s tim da ¢emo ”ujednacavati” one parove koji daju iste razlomke.
Dakle, neka je

S={(zylv,ye Z,y# 0} =2 x(Z—{0}).
Na skupu S definiSemo sledece operacije:
(1, 3n) + (X2, 42) = (X192 + L2010, Y1),

(3.3.1)
(1) (22, 90) = (122, 1Y)y (21, 01)s (22,92) € S.
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Primetimo da je operacija - dobro definisana s obzirom da prsten Z nema delitelja
nule. Neka je S = (5,4,-,(0,1),(1,1)). Nije tesko proveriti da S zadovoljava
algebarske zakone navedene u sledecoj lemi:

3.3.2 Lema Algebra S zadovoljava sledece zakone:

1. Asocijativne zakone za + 1 -.

2. Komutativne zakone za + i -.

3. (0,1) je neutralni element za operaciju +, dok je (1,1) neutralni element za
operaciju -. &

Relaciju ~ domena S definiSemo na slede¢i nacin:

(3.3.3) (Zyn) ~ (22, ) S Trys = 2241, (21, 0), (22, 42) €5

3.3.4 Lema Relacija ~ je kongruencija algebre S.

Dokaz ove leme slican je dokazu analogne Leme 3.2.2 za cele brojeve, pa zato
taj dokaz ispustamo. Dakle, mozemo formirati koli¢nicku algebru S/~, a slede¢om
teoremom pokazuje se da je to zapravo polje racionalnih brojeva. Klasu ekvivalencije

(z,y)/~, (x,y) € 9, obelezavademo pomocu razlomka %, ili /y. Otuda operacije
u polju Q izgledaju ovako:

T T2 Tl + Ty T Ty T1

i1 Yo Ny T wm v Y1y

3.3.5 Teorema Neka je Q = 5/~ kolicnicka algebra. Tada vazi:

1. Q je polje.

2. Prsten celih brojeva utapa se u Q.

Dokaz 1. Neka je k£ : S — Q kanonski homomorfizam. Tada je Q homomorfna
slika algebre S, dakle u Q vaze svi algebarski zakoni navedeni u Lemi 3.3.2, s tim
daje 0=(0,1)/~,1=(1,1)/~,t]. 0 = %, 1= % Osim toga nije tesko proveriti
da u Q vazi i distributivni zakon za - prema +. Neka je z/y € Q. S obzirom da je
(0,y%) ~ (0, 1), imamo

r —x 0
PR

=0,

0
y oy ooy 1
prema tome (@), +,0) je Abelova grupa. Dalje, neka je z/y € @ — {0}. Dakle,
z,y # 0 i kako je Z prsten bez delitelja nule, vazi zy # 0, pa
zy 1

= — —:]_’

Y
xr  yx 1

T

Y
prema tome (@@ — {0},-,1) je Abelova grupa. S obzirom da vazi zakon distribucije
operacije - prema +, Q je polje.
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2. Neka je 0 : Z — @ definisano pomoc¢u 6 : & + z/1. Tada je 0 : Z—Q. Zaista,
1-1

za x,y € 7 vazi:

0 +y)=(+y)/l=(+y 1)/~ =((x,1)+ (v, 1))/~
= (&, 1)/~ +(y, 1)/~ =2/1+y/1 =0(x) + 0(y),
(-
=

0z -y) =

&

v/ =(e-y )/~ =((e,1)-(y,1))/~
Z, 1)/ (y, 1)/~ ==x/1-y/1=0(x)-0(y),
o) =0/1=0, 0(1)=1/1=1,
9(9:):0(3/):>x/1:y/1:>x-1:y-1:>x:y,
¢ime je dokazano i drugo tvrdenje. &
Primetimo da je polje Q karakteristike 0, tj. u Q vazi y;_ 1 # 0, odnosno n-1 #
0 za svaki prirodan broj n > 0. S obzirom na utapanje 8, Z je izomorfno podalgebri
0(Z) polja Q. Tako dobijamo ovaj osnovni niz algebri - brojevnih struktura:

(3.3.6) NCZCQ

Ako je F bilo koje polje karakteristike 0, nije tesko dokazati da je preslikavanje
Y Z — F, definisano pomocu v : © — z - 1p utapanje prstena Z u polje F. S tim
u vezi je sledeée tvrdenje.

3.3.7 Teorema Polje Q je najmanje polje koje sadrzi prsten celih brojeva, tj.
ako je F poljei « : Z — F je utapanje, tada postoji utapanje g : Q — F tako da
slede¢i dijagram komutira:

QL)F

(D) 6 TQ a=0Fo0

Z
Dokaz Definisimo preslikavanje 3 pomocu B(x/y) = a(z) - a(y)~". Preslikavanje
B je dobro definisano. Zista, neka su @, /y, 22/ys € Q. Tada y,y. # 0, odakle
a(y), a(y) # 0. Dalje,
T/ = o[ = B1Ye = T2y = 01(%3/2) = 01(%3/1)
= a(z)a(y) = a(r:)a(y) = a(z)a(y)

Proverimo da je 8 homomorfizam.

T =ala)e(y)

Blay [y + 22/12) = B((x192 + X211 ) [11) = (2192 + 201 ) (1) ™"
= ((@12) + alzey))alyr ey ') = Blay/un) + Blez/ye).
Na slican nacin dokazuje se da je S(z; /y1 - 22/y2) = B(x1/y1) - B(22/y2), kao i da je
5 1 —1 preslikavanje, dakle 8 je utapanje. Najzad za # € Z, (B0 0)(x) = B(z/1) =
a(z) -a(l)!, dakle Bo 8 = a.
U dokazu Teoreme 3.3.5 koristili smo osim ¢injenice da je Z prsten sa jedinicom

i to da je Z domen, odnosno prsten bez delitelja nule. Istom konstrukcijom i istim
dokazom moze se dokazati sledece uopstenje Teoreme 3.3.7.
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3.3.8 Teorema Ako je P komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule,
tada postoji najmanje polje, u smislu prethodne teoreme, koje sadrzi P. &

Skup racionalnih brojeva moze se urediti tako da je sa jedne strane dobijena
struktura uredeno polje, a sa druge da to uredenje produzuje uredenje celih brojeva.
S tim u vezi uvedimo skup — segment nenegativnih racionalnih brojeva

Qt ={x/yle,ye Z,x,y>0}, Qf =QtU{0}

i za racionalne brojeve p, ¢ uzeéemo da je

p<qgeq—peQL.

3.3.9 Teorema Struktura Q = (Q,+,-,<,0,1) je uredeno polje.

Dokaz Najpre primetimo da za Q% i QF vazi:

0€Qf, z,yeQif=r+yeQf z,—2€Qf=2=0
peEQRQt = —pgQt, VeeQzetvVv-rec@Qtve=0).

(1)
Neka su p,¢,r € Q. Tada je ocigledno p < p, dakle < je refleksivna relacija. Dalje,
ako je p < qiq < p,ondap—q,q—p€ QFf. S obzirom daje ¢ —p=—(p—q),
sledi p — ¢ = 0. Otuda p = ¢, odnosno relacija < je antisimetri¢na. Pretpostavimo
p<qiqg<r. Tadag—p,r—q € Qf, paprema (1) sledi (¢ —p) + (r —q) € QF, 1.
p < r, ¢éime smo dokazali tranzitivnost relacije <. Najzad, s obzirom na (1), vazi
p—q€QTilig—pe Qf,tj. ¢ <pilip<gq. Dakle, < je relacija linearnog uredenja
domena Q.

Kakojeg—p=(¢g+7r)—(p+r),izp<gsledip+r < qg+r. Nekaje0 <r
i p<gq;tada r(¢ —p) € Qf, odakle je rp < rq. Prema tome, relacija uredenja <
saglasna je sa operacijama polja Q, ¢ime smo pokazali da je Q uredeno polje. <

Nije tesko videti da je utapanje 8 : Z — Q iz Teoreme 3.3.5 monotono; prema
tome 0 : (Z,+,-,<,0,1) = (@, +,-,<,0,1). Dakle, uz izabranu identifikaciju prste-
na Z sa odgovaraju¢om podalgebrom polja @), ovako uvedeno uredenje racionalnih
brojeva je ragirenje uredenja celih brojeva. &

Uredenje racionalnih brojeva je gusto, odnosno ima ovo svojstvo:
(3.3.10) r<y=>(r<zAz<y).

Zaista, ako su p,q € Q, p < ¢, tada se r = (p+¢)/2 nalazi izmedu p i ¢. Osim toga,
oc¢igledno u () nema najmanjeg, niti najveéeg elementa. Zanimljivo je da prethodna
svojstva prvog reda u potpunosti opisuju uredenje racionalnih brojeva. Naime, vazi
sledeée tvrdenje koje je dokazao Kantor.

3.3.11 Primer Nekaje (4, <4) prebrojiv, gusto linearno ureden skup, bez najveéeg
i najmanjeg elementa. Tada je ((}, <) = (4, <4).
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Dokaz S obzirom da su (i A prebrojivi skupovi, mozemo elemente tih skupova poredati
u nizove: @ = {q0,q1,92,...} 1 A ={ao,a1,as,...}. Induktivno definisemo nabrajanja

' ' ' ' ' '
90,491,925 - - - Gg,0d1,02,. ..
redom skupova 1 A na sledeé nacin.

Neka je ¢b = qo i ab = ao. Induktivne definicije ovih nizova dajemo odvojeno po parnim
1 neparnim koracima.

Neparan korak, n = 2m 4+ 1. Neka su nizovi ¢4, q1,... ,qh_1, ab,ai,... ,an_, definisani.
Neka je k najmanji prirodan broj i takav da je ¢; € @ — {q5,491,--. ,qn_1 }- Tada biramo
qh, = qr. Za element a), uzeéemo prvi neiskoriséen element iz skupa A koji ima isti raspored
prema {a},a;, ... ,a,_; } kao q,, prema g4, q1, ... ,q,_;. Precizniji opis konstrukcije izgleda
ovako. Za element g, postoje sledeée moguénosti.
1) an <01, > dn—1-
2) 40,41, dn—1 < In-
3) Ako elemente q5,qi1,...,¢n_1 uredimo u rastuéi niz {bg,b1,... ,bn—1}, onda za neki
0<j<nbo<b <... <bj_1<qh<bj<.. <bp_.
Neka je t najmanji prirodan broj i takav da je a; € A—{ag,ay,... ,a5,_; },iu zavisnosti
od toga koji od gornjih sluéajeva vazi za qj,, a: zadovoljava jedan od korespondentnih uslova
1) ar <a ag,al,... ,an_;.
2) ag,at, ... An_y <a ar.
3") Ako elemente ag,aj, ... ,a5,_; uredimo u rastuéi niz {co,c1,... ,cn—1}, onda:
co<ac1<4a...<acjm1<aar<acj<a...<4aCp-1.

Element a; s ovakvim osobinama postoji s obzirom da je A gusto ureden skup bez
najveéeg i najmanjeg elementa. Neka je al, = ax.

Paran korak, n = 2m + 2. Ponavljamo prethodnu konstrukciju, ali sada sa uzajamno
promenjenim ulogama za nizove ab,a),... ,an 1G5, q1,-.. ,qn.

Neka je preslikavanje f : Q — A definisano pomoéu f : ¢, + al, n € N. Tada nije
tesko proveriti da je f: (@, <) = (4, <a). &

Neka je (A, <) linearno ureden skup. Podskup X C A je kofinalan u A akko
Vae A Jz € Xa < z, dok je podskup Y C A je koinicijalan u A ako i samo ako
Va € A Jy € Y y < a. Uredenje racionalnih brojeva ima sledece svojstvo.

3.3.12 Arhimedovsko svojstvo uredenja ractonalnih brojeva  Skup pri-
rodnih brojeva je kofinalan u skupu racionalnih brojeva.

Dokaz Neka je m/n € Q. Tada postoji m'/n’ € @ tako da je m/n = m//n’ i
n' € N. Tada m/n < |m/|. &

Arhimedovsko svojstvo racionalnih brojeva omogucava da se uvede funkcija ceo
deo od z, koju obelezavamo sa [z]:

[¢] = najmanji k € N takav da je 2 — 1 < k.
Umesto [z] takode koristimo oznaku |z]. U vezi sa ovom funkcijom je i

[#] = najmanji k € N takav da je < k.
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3.4 Brojevne baze

U ovom odeljku razmotricemo problem predstavljanja brojeva u pozicionoj notaciji
u datoj brojevnoj bazi. Takode ¢emo videti kako se vr$i konverzija — pretvaranje
brojeva predstavljenih u jednoj brojevnoj bazi u neku drugu brojevnu bazu. Danas
su ti postupci — algoritmi od posebnog znacaja za rad binarnih racunara kod kojih se
ulazni i izlazni podaci po pravilu daju u dekadnom brojevnom zapisu, dok racunar
aritmeticke operacije interno izvodi u binarnom sistemu. Spomenimo da se potreba
za predstavljanjem brojeva u razli¢itim brojevnim sistemima javila jo§ u antickim
vremenima u vezi sa koriséenjem razli¢itih sistema mera (tezine, duzine, promena
novca itd.), gde su se pored dekadnog sistema koristili i takvi egzoti¢ni sistemi kao
§to je seksagesimalan, sistem sa brojnom osnovom 60. Ostatak tog sistema i danas
je prisutan u merenju vremena.

Egzistenciju i jedinstvenost reprezentacije prirodnog broja u datoj brojevnoj bazi
obezbeduju sledecée leme.

3.4.1 Lema o ostatku Neka su a,b € N, b > 0. Tada postoje jedinstveni
qg,r € N takvidajea=qgb+7ri0<r <b.

Dokaz Nekaje S = {x € N|a < xb}. S obzirom da je a € 5, S je neprazan skup,
pa prema Principu najmanjeg elementa postoji najmanji element skupa S, neka je
to m. Onda a < mb, i postoje ove moguénosti:
1. @ = mb. Tada biramo ¢ = m i r=0.
2. a < mb. Tada je ocito m # 0, pa postoji ¢ € N tako da je m = ¢ + 1. Tada, s
obzirom na izbor broja m, ¢b < a < gb+ b, odakle a = gb+ 71 0 < r < b, gde je
r =gqb—a.
Ovim smo dokazali egzistenciju navedenog razlaganja, pa sada dokazimo jedinost
takvog razlaganja. Pretpostavimoa = ¢, b+7r,, 0 <7 <b,ia = ¢gb+7,,0 <1y <b.
Tada

(1) g1 — g2]b = [r1 — 7s].

Ako je g1 # ¢», onda |¢; — g»|b > b, dok je s druge strane |r; — 13| < b, Sto je

kontradikcija jednakosti (1). Dakle ¢, = ¢» i r, = rs. &
Broj ¢ naziva se kolicnikom brojeva a i b, dok je r ostatak dobijen deljenjem

broja a brojem b. Primetimo da je ¢ = [a/b], dok je r = a — [a/b]b. Prema Primeru

1.1.11, r =rest(a,b). Odgovarajuée tvrdenje vazi i za cele brojeve.

3.4.2 Posledica Neka su aib celi brojevi, b £ 0. Tada postoji jedinstven ceo
broj ¢ i prirodan broj r tako da je

a=qb+r, 0 <7< [bl
Dokaz Imamo sledec¢e moguénosti:
1. a,b € N. Tada se tvrdenje svodi na prethodnu lemu.
2. a < 0, b > 0. Tada prema prethodnoj lemi postoje ¢',r’ € N tako da je —a =
gb+ 7,0 <7 <b. Ako je r' =0, onda biramo ¢ = —¢’ i r = 0. Pretpostavimo
" >0. Tadaa=¢b+r,gdejeg=—¢' —1ir=5b—r'.
Slucajevi a > 0, b < 0ia < 0, b < 0 dokazuju se na slican nac¢in kao pod 2.
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3.4.3 Lema o brojevnoj bazi  Neka su a, b prirodni brojevi, a > 0, b > 2.
Tada postoje jedinstveni prirodni brojevi q, r, n takvi da je

(1) a=gb"+r, 1<g<b 0<r<db™

Dokaz Nekaje S = {k & N|a<b*}. Kakojeb > 2tojea € 5, tj. S je neprazan,
pa prema Principu najmanjeg elementa postoji najmanji element skupa S, neka je
to m. Tada imamo slede¢e moguénosti.

1. a =b™. Tada biramon=m,g=11ir =0.
2. a < b™. Kako je a > 0, to je m > 0, i prema izboru broja m vazi

(2) bt <a < b-bmt

Neka je n = m—1. Prema Lemi o ostatku postoje ¢, 7 € N takvida je a = ¢b™+r,
0 < r < b, odakle je prema (2), 1 < ¢ < b. Dokazimo jedinost razlaganja (1).
Pretpostavimo

a=gqb" +r, 1<q¢<b 0<r <b™

a=¢qb" +ry 1<q<b, 0<ry <H™

(3)

Ako je n; # n,, recimo n; < n,, onda
@b 4 < @b™ bM< prt! <B4 7.

tj. q1b" + 1 < ¢2b™2 + 4, Sto je kontradikcija prema (3). Dakle n; = n,. Dalje
dokaz tece kao u dokazu Leme o ostatku. &

Neka su a > 11 b > 2 prirodni brojevi. Prema poslednjoj lemi mozemo konstru-
isati nizove ¢;, n; i r; tako da je
ro = a,
o = 10" + 1y 1<q: < b,
L= q20" 4 1y ny > ns > ...
Ty = q3b™ 4+ 73 >y >, 0<r < b

Prema Principu najmanjeg elementa za prirodne brojeve, skup {r,r,,...} mora
biti konacan (inace ne bi imao najmanji element), dakle za neki k¥ € N vazi r, >
ro > ... > rp_ > r, = 0. Otuda nalazimo:

k
(3.4.4) a:Zqib"’, 1<q:<b, ny>ny>...>n
=1

Primetimo da su nizovi ¢;, n; jedinstveno odredeni. Zaista, ako je r = Zfﬂ q;b",
tadaa =g, 0" 4+ 7,1 < g, <b,0<r <b", pasu prema poslednjoj lemi g;, n, i r
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jedinstveno odredeni. Nastavljajuci postupak za 2,3, ..., k, nalazimo da isto vazi i
78 (2, N2, - . . , qi, Ny Dakle, reprezentacijom (3.4.4) prirodan broj a je predstavljen
na jedinstven nacin. Neka je n = n; i ¢g,¢y,... , ¢, niz prirodnih brojeva definisan
pomocu ¢,, =¢q;, 1 =1,... ,k,ic;=0zaj#n,...,n, 0<j<n. Tada imamo
sledeée jedinstveno predstavljanje broja a:

(3.4.5) a= Zcibi =co+cb+...+¢,b".

=0

Neka su prirodni brojevi 0,1,...,b — 1 oznaceni posebnim znacima, koje ¢emo
nazvati ciframa u brojevnoj bazi b. Neka su d; cifre koje odgovaraju brojevima ¢;
u predstavljanju 3.4.5. Tada je re¢ d,d,_; ...d, reprezentacija broja a u bazi b, i
tu ¢injenicu zapisujemo pomocéu

a = (dndn—l .. 'dO)b

U daljem izlaganju, kad god je to jasno, radi jednostavnije notacije umesto a =

(dndy_y .. .dy), pisaéemo najéeice a = (¢p€p_y...Co)p, tj. identifikovademo cifre
baze b sa odgovarajué¢im prirodnim brojevima cifarskog intervala {0,1,... ,b— 1}.
3.4.6 Primer Dekadni brojevni sistem. Cifre ovog sistema, u kojem inace za-

pisujemo prirodne brojeve, su 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, dok je baza broj deset.

3.4.7 Primer Binarni brojevni sistem. Baza binarnog sistema je broj 2, dok su
cifre 0 1 1. Ovaj brojevni sistem postao je od izuzetnog znacaja sa pojavom savremenih
digitalnih elektronskih ra¢unara, s obzirom da se prirodni brojevi u ovim rafunarima
predstavljaju kao nizovi nula i jedinica, dakle u binarnom sistemu. U ovoj oblasti koristi
se 1 termin bit za cifre binarnog sistema. Na primer, ako je a = 1011012, onda a =
20 492 4 2% 4+ 2% = 45. U vezi sa binarnom notacijom su slede¢a dva brojevna sistema.
Oktalni sistem za bazu ima b = 8, dok su cifre ovog sistema 0,1, 2,3,4,5,6,7.
Heksadecimalni sistem za bazu ima b = 16, a cifre ovog sistema su 0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9,
A,B,CD,E,F. Dakle, ovde simboli A,B,C,D,E,F stoje redom za 10,11,12,13,14,15. Na
primer, FO8A s = 10-16° + 8- 16" + 15 - 16® = 615780

Razmotrimo problem odredivanja predstavljanja prirodnih brojeva u datoj bazi
b> 2. Ako je a = (¢,€n_1...¢)p, onda a = > ¢;b'. Uvodedi niz a;, odavde
nalazimo

a, = a, ¢o = rest(ao, b)
aip = (a; —¢;)/b Ciy1 = rest(a;y1,b)

Duzina n nizova a;, ¢; odreduje se iz uslova a,,, =0, a,, # 0.

(3.4.8)

3.4.9 Primer  Formule 3.4.8 daju postupak — algoritam za predstavljanje brojeva
u datoj brojevnoj bazi. Recimo neka je a = 9731 b= 7. Tada

ap = 973, co = rest(973,7) =
ar = 973/7 = 139, c1 =rest(139,7) =
az = (139 - 6)/7 = 19, co =rest(19,7) =

as = (19 -5)/7 =2, cs = rest(2, 7)_2

as =(2-2)/7=0, dakle, a = 25607.
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3.4.10 Primer Ako su b, B brojevne baze takve da je B = b* za neki prirodan
broj k > 2, tada je lako naéi reprezentaciju prirodnog broja a u bazi B ako je data
njegova brojevna reprezentacija u bazi b 1 obrnuto. Naime, pretpostavimo da je a =
(cnCn-1...co)p, tj. a = Z?:o c,'bi7 inekajen+1l=km+r, m,r e N,0<r <k Tada
zar >0

a=(co+eib+ ... 4+eu1b" )+ (cr 4 crpib4 . a1 b THB 4.
(1) (cmr—k +cmk—k+1b+~~~+cmk—1bk_1)Bm_1+
(cmk + Cmip1b+ ...+ Cokgr_1b ! )B™
dok je za r =0,

a=(co+eib+ ... 4+eu1b" )+ (cr 4 crpib4 . a1 b THB 4.

(2)
(cmr—k + Cmk—ry1b+ ...+ cmk—lbk_l)Bm_l

Pretpostavimo, recimo, prvi sluéaj. Tada su ¢jr + cjr41b+ ... + Cjrpr—1 bk_l7 0<j<m,
odnosno ¢mi+Cmpt1b+. . - Cmptr—1 prt predstavljeni redom nekim ciframa d;, 0 < j < m
ubazi B, paa = Z;‘Zo ijj = (dmdm—1 ...do)s. Za drugi slu¢aj bi¢e a = (dm—1...do)5.
Prema tome, moZemo smatrati da su cifre baze B kodirane nizovima duzine k sastavljenih
od cifara baze b na opisan nafin. Naime, ako grupiSemo cifre broja a u bazi b u nizove
duzine k 1 odredimo koje cifre u bazi B one predstavljaju, onda smo odredili i predstavljanje
za a u bazi B. S druge strane, ukoliko podemo od reprezentacije broja a u bazi B, tj,
a = (dm-1 ...do)B, onda za odgovarajuca, prethodno opisana razlaganja brojeva d; u bazi
b, odnosno zamenom cifara d; njihovim kodovima u bazi b, dolazimo do jedne od jednakosti
(1) ili (2), a time i do brojevne reprezentacije broja a u bazi b.

Ovakav prelaz u brojevnoj notaciji iz baze b u bazu B, odnosno iz baze B u bazu b,
naziva se u zargonu racunarskih nauka ravnomernim kodom, i specijalno je vazan za brz
prelaz iz binarne baze u heksadecimalnu, 1 obrnuto.

Recimo neka je b =2, B =16 = 2*, i neka je a =A70F¢. Tada
a =1010 0111 0000 1111 =1010011100001111>.
e N S

A 7 0 F

Ako je, na primer ¢ = 101010100011002, onda a = 0010 1010 1000 1100 = 2A8C;e.

Racionalni brojevi takode se mogu predstavljati u razlicitim brojevnim bazama.
Uzmimo da je ¢ € Q1,0 < ¢ < 1, i neka je b € N, b > 2. Tada za neki niz cifara
Cny n > 0, brojevne baze b vazi

C1 & C3
(3.4.11) q—b+b2+b3—|—....
i tada pisemo ¢ = (0.¢;¢a¢3 ... )y, a taj zapis nazivamo reprezentacijom racionalnog
broja ¢ u brojevnom sistemu (bazi) b. Niz ¢,, definisan pomoéu sledeceg niza
jednakosti:

o %)
[ =
[l
=
=
2
<>
=
=

(3.4.12)

[}
w

I

=
=

oy
=
[Nl

<o~
=

<o~
=
=
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gde je R(x) = — [#], # € Q, zadovoljava 3.4.11. Primetimo da je
(3.4.13) ¢, =[u,], né€N, gde je uy = ¢bi upqy = R(un)b, n=2,3,...

Prema teoremi rekurzije ovakav niz u,, postoji, odakle sledi i egzistencija reprezen-
tacije 3.4.11. Primetimo da predstavljanje racionalnih brojeva u datoj bazi ne mora
biti konac¢no. Za proizvoljni pozitivan racionalni broj ¢, razvoj u bazi b odreduje se
kao spoj razvoja za [¢] i R(q).

3.4.14 Primer 1. Odredimo prema prethodnim formulama prvih nekoliko cifara
u razvoju za 0.1 u bazi 7.

c1 = [01 . 7] = 07 C2 = [R(Ol . 7)7] = 47
es = [R(R(0.1-T)T)7] = 6, ¢4 = [R(R(R(0.1)T)T)7] = 2,...

pa 0.1 = (0.0462...)7.

2. Broj (0.1)10 ima u bazi 2 beskona¢an razvoj 0.0001100110011 ... .

3. 0.1000... = 0.0999... ima dvostruki razvo]j, prema tome reprezentacija racionalnih
brojeva u datoj bazi ne mora biti jedinstvena.

Jedna od posledica Leme o ostatku je Euklidov algoritam — postupak za odredi-
vanje najveceg zajednickog delioca za dva data cela broja. Ovaj algoritam se nalazi
opisan u Euklidovim Elementima (300 g. pre n.e.), i smatra se da je to najstariji
netrivijalan algoritam koji je ostao nepromenjen do danasnjih dana. Spomenimo da
neki istori¢ari matematike smatraju da je Euklid ovaj postupak preuzeo od Eudok-
sa. Euklidov algoritam daje efikasan nacin za izracunavanje najveceg zajednickog
delioca dva cela broja, pa otuda se i danas objavljuju radovi ¢ija je tema izucavanja
ovaj algoritma. Jedna od najdetaljnijih studija Euklidovog algoritma nalazi se na
nekoliko desetina stranica Druge knjige Umetnost programiranja D. Knutha. Ovde
¢emo ukratko prikazati ovaj algoritam, kao i neke jednostavne posledice.

Neka su a # 01 b # 0 celi brojevi, i neka je S = {x € N |z > 0, z|a,z|b}. Tada je
S neprazan (jer 1 € S) i konacan (jer z € S = = < max(a, b)). Dakle, u S postoji
najveci element, neka je to m. Ovaj broj je najveéi zajednicki delilac brojeva a i b1
oznacavamo ga sa NZD(a, b). Iz definicije funkcije NZD, odmah nalazimo za a # 0:

(3.4.15) NZD(b,a) = NZD(a, b) = NZD(—a,b) = NZD(a, —b)

o NZD(a,0) = a,NZD(a,a) = a, dok NZD(0,0) nije definisan
Zanimljivo je da ukoliko se u definiciji NZD "najveéi element” odnosi na relaciju
deljivosti | (koja je takode relacija poretka), onda je NZD(0,0) = 0. S obzirom
na svojstva 3.4.15, ograni¢i¢emo se na izucavanje NZD(a, b) za pozitivne prirodne
brojeve a i b.

3.4.16 Euklidov algoritam  Neka su a i b prirodni brojevi, a > b > 0. Prema
Lemi o ostatku mozZemo konstruisati nizove ¢; i r; tako da je
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ro=a, 7T =25
To =171+ 72
1 =27y + T3 0 S Tigr < T

Ty = (q3r3+ 713

Prema Principu najmanjeg elementa za prirodne brojeve, skup {r¢, 71, 74, ...} mora
biti konacan (inace ne bi imao najmanji element). Dakle za neki k € N vazi
ro=a, 1 ==»0
To =¢q171 + 72

L= Qa7 + T 0<r;<riy, 0<i<k+1
(3.4.17) PR U=

Tr—1 = qrTr + Tht1
Ty = qr4+1Tk41

3.4.18 Tvrdenje 71,y = NZD(a,b).

Dokaz Polazeéi u 3.4.17 od poslednje jednakosti i iduéi prema prvoj nalazimo

rk+1|rkark+1|rk—17"' 7rk+1|r17 rk+1|7°07 tj. rk+1|a i 7°k+1|b- S druge strane, pret-
postavimo da m € N deli a i b. Polazeéi sada u 3.4.17 od prve jednakosti 1 iduéi
prema poslednjoj, nalazimo m|re, m|ri, m|rs, ... ,m|ry, m|rii1, pam < riy,. Dakle
741 je najvedéi zajednicki delilac brojeva a i b. &

3.4.19 Primer Na osnovu prethodnog dokaza i 3.4.17 odmah imamo:
NZD(a,b) = NZD(r1,r2) = ... = NZD(rg, rr41). Tako

NZD(3456,2348) = NZD(2348, 1108) = NZD(1108, 132)
= NZD(132,52) = NZD(52, 28) = NZD(28, 24) = 4

Direktna posledica Euklidovog algoritma je uslov egzistencije resenja linearne
Diofantovske jednacine.

3.4.20 Bezuova teorema (prema E. Bézout). Neka su a,b,c celi brojeva.
Tada jednacina ax + by = ¢ ima celobrojna resenja akko NZD(a, b)|c, tj.

Jxax + by = ¢ < NZD(a, b)|c

Dokaz Neka je d = NZD(a,b). Prema Euklidovom algoritmu - jednakostima
3.4.17, d = rpy,. Dalje, 7, je celobrojna linearna kombinacija od a i b, tj. za
a, = 1, 8, = —¢q;, imamo r, = asa + B.b. Kako su celobrojne linearne kombi-
nacije zatvorene za supstituciju, zamenjujuéi redom r; iz i-te jednakosti u 3.4.17 u
sledeéoj jednakosti iz tog niza, nalazimo da je i ry4,, dakle i d, celobrojna linearna
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kombinacija brojeva a i b. Dakle za neke «, 8 € Z, d = aa+ 8b. Otuda, ako d|c, tj.
¢ = md za neki m € Z, onda jednacina ax + by = ¢ ima celobrojno resenje X = ma,
Y = mfp. S druge strane, ako je za neke cele brojeve X, Y, aX +bY = ¢, s obzirom
da NZD(a, b)|a, b, odmah sledi NZD(a, b)|c. &

Navodimo nekoliko posledica Bezuove teoreme iz elementarne teorije brojeva.
Podsecamo ¢itaoca da su celi brojevi a, b uzajamno prosti akko NZD(a,b) = 1.
3.4.21 Primer U elementarnoj teoriji brojeva (a, b) oznacava NZD(a, b) celih brojeva
a,b. U ovom primeru koristi¢emo tu notaciju. Ako su a,b, ¢ celi brojevi, tada vazi:

1. (a,b) = 1 & Fz,y € Zax + by = 1. Ovo tvrdenje je posledica Bezuove teoreme
uzimajuéi ¢ = 1.

2. (a,b) = 1A (bye) =1 = (ab,c) = 1. Dokaz: pretpostavimo (a,c) = 1,(b,c) = 1.
Prema 1. postoje &1,y1,x2,y2 € 7 takvi da je ax1 + cy1 = 1, bxa + cy2 = 1, odakle je
abz1x2 = (1 — ey )(1 — cy2). Dakle za neke cele brojeve X, Y imamo abX +cY =1, te
prema Bezuovoj teoremi sledi (ab,c¢) = 1.

3. (a,b) =1= (a™,b") = 1. Zaista, prema 2. imamo ovaj niz implikacija:
(a,py=1=(®b)=1=...=2 @ b=1=(a"b)=1=...= (@, b")=1

4. ale AbleA(a,b) = 1 = able. Dokaz: pretpostavimo alc,blc, (a,b) = 1. Tada za neke cele
brojeve X,Y vazi aX +bY = 1, pa acX + bcY = c¢. S obzirom da ablac 1 ablbe, sledi
ablc.

5. clabA(c,a) = 1 = ¢|b. Dokaz: pretpostavimo c|ab, (¢,a) = 1. Tada za neke cele brojeve
X,Y imamo aX +c¢Y =1, pa abX + bcY = b. Kako c|ab i c|bc, na osnovu prethodne
Jjednakosti sledi c|b.

6. Neka je p prost broj. Tada p|ab = pla V p|b. Dokaz: navedena implikacija ekvivalentna
jesap faAp fb=p [fab. S obzirom da je p prost broj, ova implikacija ekvivalentna
je, opet, sa (p,a) = 1A (p,b) =1 = (p,ab) = 1, 8to je tacno prema 2.

Jedna od posledica Bezuove teoreme je dokaz Osnovne teoreme aritmetike.
3.4.22 Dokaz Osnovne teoreme arittmetike  (3.1.17)

Pretpostavimo oznake kao u iskazu Teoreme 3.1.17. Najpre dokazimo potpunom
indukcijom
(1) Svaki prirodan broj n > 1 je prost ili je proizvod prostih brojeva.

Zaista, neka je a > 1 fiksiran prirodan broj, i pretpostavimo induktivnu hipote-
zu, da tvrdenje vazi za sve prirodne brojeve < a. Ako je a prost, tvrdenje sledi.
Pretpostavmo da je a slozen, tj. neka je a = be, gde su b, ¢ prirodni brojevi > 1.
Prema induktivnoj hipotezi svaki od brojeva b i ¢ je prost ili je proizvod prostih
brojeva, dakle a je proizvod prostih brojeva. Prema Principu potpune indukcije
onda (1) vazi.

Neka je n > 1 proizvoljan prirodan broj. Prema (1) postoji kona¢an niz prostih
brojeva ¢,,¢-, ... ,q,, tako da je n = ¢,¢»...q,,. Tada posto]i konac¢an niz prostih
brojeva p; < p, < ... < px tako daje {qi,q2,-- ,qm} = {P1, P2y, i} Neka je
S; =Hq¢;lq; = pi, 1 <j<m}, gde 1 <i < k. Prema Teoremi 3.1.13, onda:

m k
n=[la=TIII a=prips>...00"
=1

Jj= i=1 q€5;
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gde a; = |S;] za 1 < i < k. Ovim je dokazana egzistencija razlaganja u Teore-
mi 3.1.17. Dokazimo jedinost ove reprezentacije. Pretpostavimo

n:p?IPSQ---p?Sa pl <p2<---<p37 a17a27"'7as>07

n:qlﬂlqg2"'(hfka l]1<112<---<11k7 ﬁlaﬁ2a"'7ﬁk>0-

S obzirom da p;|pytps?...p2, 1 < i< s, onda pilalqs? ...qfk. Prema Primeru
3.4.20.6 onda p;|¢; Vpilgs V...V Dilgr, papi = 1 Vi = ¢ V...V p; = qi. Dakle,
{p17p27 e 7ps} g {qlalba e 7Qk}7 i simetriéno, {11171127 s 7Qk} g {p17p27 e 7ps}-
Prema tome, k = s, i s obzirom da su nizovi p;, psy... ,P. 1 ¢1,42, ... ,qx rastudi,
sledi p; = ¢1,p2s = gs,...,P: = ¢.. Pretpostavimo o, # 3, na primer a; = 3, + 9,
§ > 0. Tada plpy?...p% = Py .. .p%, pa p; deli levu stranu i ne deli desnu stranu
ove jednakosti, sto je kontradikcija, pa a; = §;, 1 slicno as = o, ... ,a., = 53.. <

3.5 Kombinatorni univerzum

Drugi naziv ovog odeljka mogao bi biti: Jo§ jedan pogled na prirodne brojeve.
Naime, nerazdvojno povezane sa strukturom prirodnih brojeva su kombinatorne
funkcije, kao 1 drugi kombinatorni objekti. Neke od kombinatornih pojmova veé smo
upoznali u Odeljku 3.1. Otuda mozemo postaviti pitanje da li je moguce uvesti na
prirodan nac¢in domen u kojem se mogu izgraditi svi kona¢ni kombinatorni pojmovi,
pa i neki beskonac¢ni. Mozemo takode postaviti pitanje o vezi izmedu strukture
prirodnih brojeva i kona¢ne kombinatorike. Ovo pitanje je od interesa za algebru,
s obzirom da su konacne algebre vazan primer konac¢nih kombinatornih objekata.

Kada govorimo o konac¢noj kombinatorici, pod tim podrazumevamo da je rec¢ o
konac¢nim skupovima i finitarnim operacijama nad njima. Dakle, u takvom pristupu
u izucavanju kombinatornih osobina nekog konacnog skupa z, mozemo uzeti da je
skup x striktno konacan, tj. da je svaki skup u svakom lancu z, € #, € ... €
z, € z konacan. Na taj nac¢in dolazimo do niza skupova V,,, n € w definisanog u
Primeru 1.1.10. Podsetimo se te definicije: V, =, 1 V,,;; = P(V,,), n € N. Skup
V = U,en Vn nazvacemo domenom konacne kombinatorike. U ZF — teoriji skupova
moze se dokazati da je V' tacno skup svih striktno konacnih skupova, kao i da model
(V, €) zadovoljava sve aksiome teorije ZF osim aksiome beskona¢nosti; umesto nje
zadovoljava negaciju te aksiome. Otuda, teoriju ZF bez aksiome beskonacnosti,
zajedno sa njenom negacijom, nazivamo teorijom striktno konacénih skupova i krace
je oznacamo pomocu ZF;. Nije tesko dokazati da u (V, €) vazi aksioma izbora:
Ako je z € V kolekcija nepraznih skupova, tada z ima izbornu funkciju, tj. postoji
funkcija f sa domenom z tako da za svaki y € z, f(y) € y. Ta se Cinjenica
jednostavno dokazuje, na primer, indukcijom po n za elemente skupa V,,.

Sledeéa svojstva domena V daju nam dovoljno razloga da V zaista smatramo
kombinatornim univerzumom. U iskazu ove teoreme koristi¢emo pojam tranzitivnog
skupa; skup z je tranzitivan ako za svaki y € x vazi y C z.

3.5.1 Teorema 1. Univerzum V je tranzitivan, odnosno ako z € V i y € =,
ondayeV.
2. 2,20y 2, EV = {20, 2, EV.

3.z, yeV = (z,y) €V, gde je (z,y) = {{z},{z,y}}.
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4. reV=zeV.

. z,yeV=aoxyeV.

6. Akosuz,yeVif:z—>y, onda feV.

7. Akosuz,y € V,ondaz? €V, gde je 2¥ ={f| f:y — «}.
8. £ €V =P(x) eV, gde je P(x) partitivan skup skupa x.

9. Ako je A algebra konacne signaturei 4 € V, onda A € V.

Dokaz Dokazaéemo jedino tvrdenja 1. i 2., ostala se dokazuju na slican nacin.

1. Indukcijom po n dokazujemo da je V,, tranzitivan skup. Prazan skup ocigledno
jeste tranzitivan, dakle tvrdenje vazi za n = 0. Pretpostavimo induktivnu hipotezu
za fiksiran prirodan broj n, tj. neka je V,, tranzitivan. Dokazujemo da je i V, 4,
tranzitivan. Neka je z € V., 1y € x. Tada je x C V,,, odakle sledi y € V,,. S
obzirom na induktivnu hipotezu, onda je y C V,,, odakle sledi y € V,,;,. Prema
tome i V.1, je tranzitivan. Primetimo da odavde odmah sledi

(1) VwCVicWhC...
2. Pretpostavimo z,2,,...,z, € V. Tada postoje ki, ks, ..., k, takvi da je z; €
Vi,. Neka je k € N takav da je k > max{k,, ko,...,k,}. Tada prema (1) vazi
iy Xoyenn Ty € Vi, dakle x,20,...,2, € V. &

S obzirom na Fon Nojmanovu definiciju prirodnih brojeva, odmah nalazimo N C
V. Skup prirodnih brojeva se moze definisati u univerzumu V na sledeci nacin:

(352) N={zxeV|Vyzczx(yezVezeyVy=z)AVy € aVz €y(z € )}

Formula kojom se opisuju prirodni brojevi u prethodnom identitetu, zapravo definise
prirodne brojeve u ZIF';. Primetimo da ta formula opisuje skup prirodnih brojeva
kao skup svih tranzitivnih skupova za koje vazi uslov linearnosti u odnosu na €,
odnosno koji su linearno uredeni pomocu €.

Na slican na¢in mogu se definisati i drugi kombinatorni, odnosno skupovni objekti
u okviru ove teorije. Na primer, predikat F definiSe pojam funkcije na slede¢i nacin:

Flz) & Vy, z,u((u,y) €ExA(u,z) Ex = y=2) AVy € x Ju,v(y = (u,v)).

Tadaza f € V, V |E F[f] ako i samo ako je f funkcija. Domen funkcije f uvodimo
pomoéu dom(f) = {z|Jy(z,y) € f}, dok kodomen funkcije f definisemo pomocu
codom(f) = {y| 3z € dom(f)(z,y) € f}. Ako je f € V, nije tesko videti da je
onda i dom(f), codom(f) € V. Dalje, mozemo definisati predikat z : # — y pomocu
F(z) A x = dom(z) A codom(z) C y, §to ¢itamo "z je preslikavanje iz skupa = u
skup y”. lzgradnja drugih skupovnih i kombinatornih pojmova u ZF,;, odnosno V'
izvodi se na slican na¢in. Razmotrimo sada detaljnije vezu izmedu kombinatornog
univerzuma i strukture prirodnih brojeva.
Uvedimo binarnu relaciju € u skup prirodnih brojeva na sledeé¢i nacin:

(3.5.3) rey < " x se pojavljuje u binarnom razvoju za y”.
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Dakle, ako je y = >_7_ 2% binarni razvoj za y, onda zey ako i samo ako z €
{z1,25,.+- ,2n}. Na primer, 4e14 jer 14 = 28 422 4+ 2*. Neka je 7 : N = V

preslikavanje definisano na sledeéi nacin. Ako je x € N, # > 0,1z = Y 2%
binarni razvoj za z, neka je 7(z) = {rz,, 722,...,7%,}, i neka je 7(0) = ). Prema
napomeni 3.4.4, n € N jedinstveno je odreden, kao i niz z;,zs,...,2,. Otuda,

prema Teoremi rekurzije preslikavanje 7 je dobro definisano.
3.5.4 Teorema 71:(N,¢)=(V,€).

Dokaz 1. Da je 7 1-1 preslikavanje, dokaza¢emo indukcijom po k: Tu,7v € V,
i Tu = Tv povlaci v = v. Tvrdenje trivijalno vazi za & = 0, pa pretpostavimo
induktivnu hipotezu za k, i neka su z,y > 0 takvida rz, 7y € Vi4, i 72 = T7y. Dalje,
nekasuz =3y " 2% iy =73 2% binarnirazvojiredom za z iy. Prema napomeni
3.4.4, m i n su jedinstveno odredeni, kao 1 nizovi i, oy ... , Ty 1 Y15 Yoy e e v s Y- O
druge strane, zbog tranzitivnosti skupa Vi, imamo 7z, 7y C Vi, odakle sledi
T%;,TY; € Vi, pa prema induktivnoj hipotezi ako je 7z, = 7z, onda z; = z, 1
slicno za y;. Otuda skup {ray,72s,..., 72, } ima tacno m elemenata, dok skup
{7y, TY2, ... , TYn} ima tacno n elemenata. S obzirom da je T& = ry sledi m = n,
kao i da je za neku permutaciju a skupa {1,2,... ,n}, ¢; = y.., prema tome:

x = Z?:l 2% = Z?:l Vet tj. = .

2. Neka su @,y € N. Prema definiciji preslikavanja 7, zey povlaci 7z € Ty. S druge
strane, pretpostavimo 72 € Ty i neka je y = Y 2¥ binarni razvoj za y. Tada
T = Ty; za neki 1 < i < n, pa kako je 7 1-1 preslikavanje, x = y;, dakle zey. Ovim
smo dokazali da je xey ako 1 samo ako T € Ty.

3. Dokazimo da je 7 preslikavanje na. Indukcijom po n dokazujemo da za svaki
z € V, postoji a € N tako da je v = Ta. Za n = 0 tvrdenje ocigledno vazi, pa
pretpostavimo induktivnu hipotezu za fiksiran prirodan broj n. Neka je z € V4.

Tada za neke @1, x5, ... , @, imamo = {1, s, ... , &y}, pas obzirom na definiciju
skupa V4, sledi x C V,,. Dakle z,,%»,...,%,, € V,, te prema induktivnoj hipotezi
postoje a; € N tako da je ; = 7a;. Otuda nalazimo da za a = ) .-, 2% vazi
Ta = .

¢

Nije tesko videti da je preslikavanje o : V — N definisano pomocéu

n

o({z, 22, ... 2, }) = 22”’, a(®) =0,
i=1

dobro definisano ”€-rekurzijom u V”, kao i da je ¢ = 7=!. Prema prethodnoj
teoremi, svaka konstrukcija, definicija, teorema, ... u, ili o strukturi (V, €), ima
svoju analognu konstrukciju, definiciju, teoremu, ... u strukturi prirodnih brojeva.
Drugim re¢ima moZemo uzeti da se teorija ZF,; takode odnosi na prirodne brojeve
— samo na drugi nacin.

U knjizi smo do sada slobodno koristili pojam konacnog i beskonacnog skupa.
Isto tako pretpostavljali smo neka intuitivna svojstva ovih pojmova, na primer da je
unija dva konacna skupa takode konacan skup. Razmotrimo sada kako se uz pomo¢
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prirodnih brojeva, odnosno striktno konac¢nih skupova, moze precizno formulisati
pojam konaé¢nog, odnosno beskonacnog skupa, a zatim kako se izvode svojstva tako
definisanih konacnih skupova. Naravno, u tim dokazima viSe ne mozemo koristiti,
niti pretpostavljati intuitivna svojstva konac¢nih i beskonac¢nih skupova. Osnova za
nase izvodenje bice teorija o prirodnim brojevima, dakle Peanova aritmetika, odnos-
no u slu¢aju beskonaé¢nih skupova ZFC sistem. U izlaganju koje sledi koristicemo
¢injenicu dajezan € Nyn={0,1,...,n—1}ili n = {.
3.5.5 Definicija 1. Skup X je konacan ako postojin € N i f:n — X.
1-1
2. Skup X je beskonacan ako X nije konacan.
Akojen € Ni f:n =5 X, kazemo da skup X ima taéno n elemenata i tu
1-1
¢injenicu zapisujemo pomoc¢u |X| = n.
3.5.6 Lema Za svakiskup S, ako S Cn, n € N, onda je S konacan.
Dokaz Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0 tvrdenje je ocigledno ta¢no.
Pretpostavimo induktivnu hipotezu, da tvrdenje vazi za fiksiran prirodan broj n, i
neka je S C n' = nU {n}. Tada imamo ove dve moguénosti:
1. S Cmn, paje S konacan po induktivnoj hipotezi.
2. S =5U{n}, gdeje S Cn. Poinduktivnoj hipotezi postoji g’ : m — S, pa
- 1-1

za g =g U{(m,n)} vazi g : m’' %) S, dakle S je konacan. &

3.5.7 Lema Za svaki prirodan broj n, V, je konacan.

Dokaz Neka je 7: N — V preslikavanje iz Teoreme 3.5.4. Kako 7: N —» V i

V. € V, postoji k € N tako da je V,, = (k). Tada o
rek=>rtreth=>r1x eV,

dakle

(1) {re|zek} C V.

S druge strane ako je v € V,,, onda s obzirom da je 7 preslikavanje na, postoji m € N
tako da je v = 7(m). Tada 7(m) € 7(k), prema tome mek, tj. V,, C {rz|zek}, sto
zajedno sa (1) daje V,, = {rz|zek}. Neka je S = {z|zek}. Kako zek = = < k, to
je S C k, pa je prema Lemi 3.5.6 S konacan, odnosno postojim € Nig:m %) S.

TadaT0og:m —V,. &
1-1
3.5.8 Lema Svakiv €V je konacan.

Neka je v € V. Tada za neki n € N, v € V,,, pa sa obzirom na tranzitivnost
skupa V,, v C V,. Neka je V,, = 7k 1 § = 77 ![v]. Prema dokazu prethodne
leme V,, = {rz|2zek}, pa onda S C k. Otuda, prema Lemi 3.5.6, postoji m € N i
g:m%s, dakle Tog:m%v, tj. v je konacan. &

Prema sledeé¢em tvrdenju uslov da je skup x konacan mozemo zameniti uslovom
da je x ekvipotentan nekom striktno kona¢nom skupu. Naime vazi:
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3.5.9 Teorema Skup X je kona¢an akoisamo ako postojiS € Vif:5 - X.
1-1

Dokaz Pretpostavimo da je X konacan. Dakle postojin € Ni f:n %) X, pa
mozemo uzetli S = n. Pretpostavimo obrnuto, da je f : § %) X, gde Je SeV.
Prema prethodnoj lemi S je konacan, dakle postoji n € N 1 g:n %) S. Tada
fog:n %) X, prema tome X je konacan. _ &

U sledec¢em tvrdenju navedena su neka vaznija svojstva konacnih skupova. U
dokazu tih svojstava koristi¢emo uslov konac¢nosti skupova opisan prethodnom teo-
remom bez eksplicitnog pozivanja na tu teoremu.

3.5.10 Teorema 1. Podskup konacnog skupa je konacan skup.
2. Ako je X konacan skup i f funkcija sa domenom X, onda je
FIX] ={f(x)|« € X} konacan skup.

Konac¢na unija konacnih skupova je konacna.

Dekartov proizvod konacne familije konac¢nih skupova je konacan.
Ako je X konacan, onda je i partitivan skup P(X) konacan.

S Ok W

(Dirisleov princip). Ako je X konacan skup tada f : X — X ako i samo ako
f: X—X.
1-1
7. Ako su X 1Y konac¢ni skupovi onda | X UY |+ |[X NY|=|X|+|Y].
8. Ako je X C N konacan i neprazan, onda X ima najveci element.

Dokaz Dokazujemo samo tvrdenja 1. i 2., ostala se dokazuju na slican nacin.
1. Neka je X konacan i Y C X. Tada postoji S € Vi f: 8§ =5 X. Onda za
- 1-1

S'=f1tY]vazi S eVif:8 %) Y, gde je f' = f|5’, pa tvrdenje sledi prema

Teoremi 3.5.9.
2. Neka je X konacan i f : X =5 V. Tada postoji S € Vig:85 -5 X. Za
1-1

h=fogvaii h: S =% Y, dok je {h™'[y] : y € Y} particija skupa S, gde

je h7'y] = {s € S|h(s) = y}. Prema Aksiomi izbora (koja vazi u V), postoji

transverzala T ove particije, tj. skup T C S tako da za svaki y € Y, skup TNh™*[y]

ima tacno jedan element. Tada T' € V jer T C S,iza h' = h|T vazi h' : T - Y,
- 1-1

Sto znaci da je Y konacan. &

Pogledajmo jedan primer iz beskonacne kombinatorike, tzv. Remzijevu teoremu.
Videcemo nekoliko interesantnih primera primene ove teoreme u algebri.

Za skup X i pozitivan prirodan broj k, neka je [X]* skup svih k—¢lanih podskupo-
va skupa X, tj. [X]* = {y C X||y| = k}. Tako, [X]? bice skup svih dvoclanih pod-
skupova skupa X. Dalje, ovom prilikom pod particijom skupa X podrazumevacemo
bilo koje preslikavanje 7 : X — n za neki pozitivan prirodan broj n. Primetimo
da je {m~'(i)|i € n} particija skupa X u ranije definisanom smislu. Nekad je z-
godno smatrati da su vrednosti preslikavanja m boje. Naime, pretpostavimo da je
dato n boja koje su oznacene brojevima 0,1,...,n — 1. Ako je n(a) = 4, ¢ € n,
smatrac¢emo onda da je element a obojen bojom ¢. Pod ovim pretpostavkama su
svi ¢lanovi jedne klase particije m obojeni jednom bojom. Dakle, mozemo koristiti
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jo§ jedan naziv za particiju m skupa X — bojenje skupa X. Pretpostavimo da je
7 [X]* =% n particija skupa [X]*. Reéi éemo da je Y C X homogen za particiju =
ako je restrikcija preslikavanja 7 na [Y]* konstantna funkcija. Drugim re¢ima, ako
je ™ bojenje skupa [X]*, onda su svi ¢lanovi iz [Y]* obojeni istom bojom.

3.5.11 Remzijeva teorema  Neka su k i r pozitivni prirodni brojevi, i neka je
7 : [N]* 22 r. Tada postoji beskonacan T C N homogen za T, tj. 7 je konstantna
funkcija na [T]".

Dokaz Dokaz ove teoreme izvei¢emo indukcijom po k. Najpre primetimo da je
tvrdenje trivijalno tac¢no za r = 1, pa pretpostavimo da je r > 2.

Za k = 1 tvrdenje ocigledno vazi jer je konacna unija kona¢nih skupova takode
konacan skup.

Neka je k > 1 fiksiran prirodan broj i pretpostavimo induktivnu hipotezu — da
je Remzijeva teorema tacna za k — 1. KonstruiSemo niz nepraznih skupova X; C N
i funkcija 7;, ¢ € N, na sledeéi nacin.

Neka je X, = N. Pretpostavimo da smo konstruisali skupove Xy, X;,... X, i
neka je x,,; najmanji element skupa X,,. Preslikavanje 7,4, : [X,, —{z, i1 }|*7' = r
definisemo pomocu

7Tn+1({y17y27 cee 7yk—1}) = ﬂ-({xn+1ay17y27 cee 7yk—1})7
Y <Y <...Ygp_1, Yy Yzyeo s Y1 € X — {01 |-

Prema induktivnoj hipotezi, postoji beskonacan X, C X,, — {241} homogen za
Tng1, tj. za neki r,o; < 7 restrikcija m,41 [[Xg41]*~! uzima vrednost r,,,. Na ovaj
nacin definisali smo niz skupova X,,, preslikavanja m, i prirodnih brojeva r, < r. S
obzirom da ima kona¢no mnogo vrednosti u nizu r,, postoji rastuéi niz n; € N i
s < r tako da je za sve i € N, r,, = s. Neka je X = {x,,,,%pn,, Cn,,--- . Tada za
sve Y € [X]* vazi n(Y) = s, tj. X je homogen za 7. &

U iskazu Remzijeve teoreme umesto skupa prirodnih brojeva N mozemo uzeti
bilo koji beskonacan skup A. Naime, u tom slucaju biramo neki prebrojiv S C A,
i zatim se dokaz izvodi na isti na¢in za skup S umesto za N. Pogledajmo nekoliko
primera primene Remzijeve teoreme.

3.5.12 Primer Neka je (X, <) linearno ureden skup i neka je # = (zn|n € N) niz
elemenata skupa X. Tada postoji podniz niza x koji je ili monoton ili konstantan.

Dokaz Neka je 7 : [N]? = 3 particija definisana na sledeéi nacin:

0, ako am < an
a(m,n)=1<¢ 1, ako am > an {m,n} €[N]’>, m <n.
2, ako am = an
Neka je T' = {no,n1,nz,... } homogen za =. Tada je niz {x,,|7 € N) monoton ili konstan-
tan.

3.5.13 Primer Graf je svaki par G = (G, £), gde je G neprazan skup, a £ C
[G]?. Elemente domena G nazivamo cvorovima grafa G, a par {a,b} € & granom koja
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povezuje &vorove a i b. Graf (G,[G]?) naziva se potpunim grafom; u tom grafu svi su
&vorovi medusobno povezani. Remzijeva teorema primenjena na potpune grafove glasi:
Pretpostavimo da su grane beskonaénog kompletnog grafa obojene u r boja. Tada postoji
beskonacan kompletan podgraf grafa (G ¢ije su sve grane obojene jednom bojom. Zaista,
neka je w : [G]? — r particija definisana pomoéu ({a,b}) = i ako je grana {a,b} obojena
bojom ¢. Neka je T' C (G beskonacan i homogen za =; tada je T" domen beskonacnog,
kompletnog podgrafa grafa GG ¢ije su sve grane obojene jednom bojom.

Osim ove beskonacne verzije Remzijeve teoreme, postoji i kona¢na verzija. Ona
glasi:

3.5.14 Teorema Neka su k,t,r pozitivni prirodni brojevi. Tada postoji priro-
dan broj m tako da za sve n € N, n > m, i sve particije 7 : [n]* == r, postoji skup
e C n kardinalnosti t, koji je homogen za .

Ovde ne¢emo dokazivati ovu teoremu. Ipak, spomenimo da postoji relativno jed-
nostavan, istina nekonstruktivan dokaz, primenjujudéi, na primer, Teoremu kompak-
tnosti, ili neke druge infinitarne principe, kao sto je Konigova lema za beskonacna
drveta, na beskona¢nu verziju Remzijeve teoreme. Zanimljiva je 1 sledeca finitarna
verzija Ramzejeve teoreme. Najpre kazimo da je konacan podskup S C N relativno
veliki ako je |S| > minS. Tada konaéna verzija Remzijeve teoreme za relativno ve-
like skupove glasi kao i Teorema 3.5.14, sa dodatkom da podskup e koji se pominje
u toj teoremi mora biti relativno veliki. Oznacimo tu verziju Remzijeve teoreme
sa RT,. Znacaj ove teoreme je slede¢i. lako je to iskaz konacne kombinatorike, J.
Paris i L. Harrington dokazali su 1978 g. da niti RT,, niti negacija od RT, nisu
dokazive u teoriji striktno kona¢nih skupova ZF;, dakle ni u formalnoj Peanovoj
aritmetici, dok s druge strane RT, vazi u kombinatornom univerzumu. Naravno,
provera istinitosti iskaza RT, u (V, €) zasniva se na ja¢im principima nego §to ima
teorija striktno konaé¢nih skupova; to je ZFC teorija skupova. RT, bio je prvi primer
neodlucivog iskaza formalne aritmetike (videti kraj Odeljka 3.1) koji se odnosi na
neko odredeno kombinatorno svojstvo prirodnih brojeva.

Zaklju¢imo ovaj odeljak jednom primenom konacne verzije Remzijeve teoreme
na konac¢ne semigrupe.

3.5.15 Primer  Svaka kona¢na semigrupa (S, ) ima idempotentan element.

Dokaz Neka je © = {xo,x1,... , ) proizvoljan konaan niz elemenata iz S i neka je
s = |S|. Definidimo bojenje = kompletnog G: grafa sa domenom ¢t = {0,1,... ;t —1} u s
boja pomoéu 7 (7, J) = ®it1 - itz ... x5, 1 < j. Prema Teoremi 3.5.14 moZemo izabrati

m 1t > m tako da G¢ sadrzi "trougao” u jednoj boji, tj. da je za neke ¢ < j < k,
r({i,5}) = =({i,k}) = 7({5,k}) = a, a € S. Tada a® = a, jer

Moo= we= ] vo=I] v I #e=a o

i<uly j<v<k i<w<k i<uly j<v<k
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3.6 Realni brojevi

Pored prirodnih brojeva, pojam realnih brojeva je drugo osnovno mesto u razma-
tranjima o brojevima. Predstava o pravoj kao uredenom kontinuumu tacaka daje
intuitivnu osnovu za uvodenje realnih brojeva. Poznato je vise pristupa u izgrad-
nji polja realnih brojeva. Svakako najpoznatiji na¢in zasnivanja realnih brojeva su
Kantorova, odnosno Dedekindova teorija iz druge polovine proslog veka (i Kantor
i Dedekind objavili su svoje konstrukcije 1872. godine). Pojavom ovih teorija na
egzaktan nacin se zavrSava zasnivanje realnog kontinuuma. Istaknimo da je prob-
lem zasnivanja realnih brojeva veoma star. Naime, vecu Sestom veku pre nove
ere, matematicari pitagorejske skole otkrili su prilikom resavanja jednostavnih ge-
ometrijskih zadataka da ima ”nesamerljivih” veliéina. Tako je nastala takozvana
pitagorejska ravan kao prosirenje racionalne ravni, o cemu ¢e kasnije biti vise reci,
a koja se sastoji iz tacaka koje se mogu konstruisati koristeéi lenjir i Sestar. Zatim
su se javili i drugi problemi kao sto je resavanje algebarskih jednacina, zatim razni
problemi iz analize i analiticke geometrije koji su ukazivali na potrebu upotpunjava-
nja, odnosno prosirenja brojevnog domena. I tako se Dedekind-Kantorova teorija
pojavljuje kao kruna duhovnog napora koji vodi poreklo iz daleke proslosti. D-
edekindov pristup zasniva se na Dedekindovim presecima, dok se Kantorova teorija
oslanja na teoriju tzv. Kosijevih nizova. Ovde ¢emo ukratko razmotriti ovaj drugi
nacin izgradnje realnih brojeva.

Izgradnja uredenog polja realnih brojeva zasniva se na uredenom polju racional-
nih brojeva. Stoga uvodimo sledece strukture i pojmove. Neka je Q uredeno po-
lje racionalnih brojeva i Q¥ stepen strukture Q. Dakle domen je Q¥, skup svih
racionalnih nizova, dok su operacije u Q" po koordinatama, v. Primer 1.8.7. Prema
Posledici 1.8.10, vazi:

3.6.1 Teorema QY je komutativan prsten.

Ako je ¢ € @, onda g oznacava konstantan niz {g,q,q,...). Primetimo da je
preslikavanje ¢ — q, ¢ € @ utapanje polja Q u prsten QY. Ako se racionalni
nizovi z, y razlikuju u kona¢no mnogo indeksa, tj. postoji m € N tako da je za sve
prirodne brojeve n > m, z, = y,, re¢i ¢emo da su z i y skoro jednaki, i tu ¢injenicu
zapisaemo sa x =, y. Ocigledno, relacija =, je relacija ekvivalencije domena Q.
Najzad, niz x je skoro konstantan ako je skoro jednak nekom q, gde ¢ € Q.

Kao sto je napomenuto, u Kantorovoj teoriji kljuénu ulogu imaju Kosijevi nizovi.
Slede¢om definicijom uvodimo pojam Kosijevog niza i nula niza racionalnih brojeva.

3.6.2 Definicija 1. Niz racionalnih brojeva x = {x,|n € N} je nula niz ako:
Vee @TAm e NVn > m |o,| < ¢.

2. Racionalni nizovi x,y su ekvivalentni, ako je ¥ — y nula niz. Cinjenicu da su
racionalni nizovi x i y ekvivalentni obelezavamo pomoéu x ~ y.

3. Racionalan niz ¥ = {x,|n € N} je Kosijev, ako:
Vee QTIm e NVn>m |z, — ¢, < €.

Simbolom € obelezi¢emo skup svih racionalnih Kosijevih nizova. Sledeca tvrde-
nja opisuju neke elementarne osobine Kosijevih nizova.
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3.6.3 Lema Neka su x,y racionalni nizovi. Tada vazi:

Svaki Kosijev niz je ogranicen.

Ako v =, y, onda je © ~ y.

Ako x je Kosijev niz i y je nula niz, tada je v + y Kosijev niz iz +y ~ «.
Ako v =, y 1 x je Kosijev, tada je y Kosijev niz i & ~ y.

Svaki skoro konstantan racionalan niz je Kosijev.

Podniz y Kosijevog niza ¢ je Kosijev iy ~ z.

SO W=

Dokaz 1. Izaberimo u definiciji Kosijevog niza ¢ = 1. Tada za neki prirodan broj
m vaZi: za sve prirodne brojeve n > m, |z, — ¢,,| < 1. Otuda za proizvoljan n € N,

|2n] = (20 — 2m) + & | < frn — 2|+ 2], n>m

tj. o, < M, gdeje M =1+ |z,

2. Pretpostavimo x =, y. Tada za neki m € N, za sve prirodne brojeve n > m,
T, = Yn, dakle |2, — y,| < € za proizvoljno ¢ € Q.

3. Neka je x Kosijev i y nula niz. Dalje, neka je ¢ € Q*. S obzirom da je = Kosijev,
postoji m; € N tako da za sve n € N, n > my, vaii |z, — &, | < ¢/2. S obzirom
da je y nula niz, postoji ms € N tako da za sve n € N, n > ms, vaii |y,| < ¢/2.
izaberimo m > m,, m,. Tada za n > m,

(2 + ) = 20l < = 20l + lyn] < 2/2+2/2 = .

tj. # +y je KoSijevniz iz +y ~ x.

4. Pretpostavimo da je x KoSijev niz i neka je x =, y. Prema 2., tada je y — x nula
niz, a prema 3., y = z + (y — z) je Kosijev.

5. Ocigledno je svaki q Kosijev niz, gde ¢ € Q). Tada je prema 4. i svaki z =, q
Kosijev niz.

6. Neka je z Kosijev niz i y = {z,, |k € N) podniz niza z, gde je n; strogo
monotono rastuéi niz prirodnih brojeva. Neka je ¢ € Q1 i m € N tako da je za sve
n € N, |z, — 2,| < ¢/2. Neka je p najmanji prirodan broj takav da je n, > m.
Tada za k > p imamo

[0, = Zny| < |Tm — T, |+ |20 — 20, | < /24 ¢/2=c.

Dakle, y je Kosijev niz. Dalje, za gore izabrano € i m i za k > m, s obzirom da je
ny > k, imamo

24— 2| < Jem — 2] + |0 — 20, | <2/24 /2= ¢

tj. x ~ y. &
3.6.4 Teorema C( je podalgebra prstena QY.

Dokaz S obzirom da su prema prethodnoj lemi 0,1 € C, dovoljno je dokazati da
je domen C zatvoren za operacije + i - algebre Q.
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1. Nekasusuwz,y€C,e€QF inekajez=x+y. S obzirom dasu z iy Kosijevi
nizovi, postoje m;, my € N tako da je za n > my, |Ym, — ¥n| < £/2, 1 2a n > my,
|#m, — €] < €/2. Tzaberimo m > m;, m,. Tada za n > m

[2m = 2n| <t = @n| 4 [ym —yn| <e/2+2/2=¢,

tj. x4+ y €C.

2. Neka susuz,y € C,e € QT inekaje z = x-y. S obziromdasu z iy
Kosijevi nizovi, prema Lemi 3.6.3.1, 1 y su ograniceni, tj. za neke M,, M, € Q,
za sve n € N vaii |¢,| < My i |yn| < M,. Izaberimo M > M,, M,. Tada postoje
my,my € N tako da za sve n > my, |4, — €, < ¢/(2M), 1 za sve n > my,
|¥ms — Un| < £/(2M). Neka je m > my, my. Tada za n > m vazi

|Zm - Zn| §|$mym - xmyn| + |$myn - xnyn| =
9

tj. z-y €C. &
3.6.5 Posledica Algebra (C,+,-,0,1) je komutativan prsten sa jedinicom.
Neka je Cy skup svih racionalnih nula nizova. Tada nije tesko videti da je C, C C.

3.6.6 Lema (, je ideal prstena C, tj. vazi
1. 0 € Cy.

2. (Cy,+,0) je podgrupa grupe (C,+,0).

3. Akoxz €Ciyé€Cy, tada zy € Cy.

Dokaz Tvrdenje 1. ocigledno vazi, pa dokazujemo 2. Dovoljno je dokazati za-
tvorenost domena C, u odnosu na operaciju +. Zaista, neka su z,y € Co, 1 neka je
¢ € QF. Tada za neke prirodne brojeve m,, m, vazi: ako je n > m; onda |a,| < &/2,
odnosno ako je n > m,, onda |y, | < /2. Izaberimo m > m,;, m,. Tada za n > m

|20+ Yn| < on] +lyn] <e/24¢/2=¢

tj. « + y je nula niz.

3. Nekasuz €C,y e ice@f. Kako je niz x ogranicen, postoji M € QF tako
da je za sve n € N, |o,| < M. S obzirom da je y nula niz, postoji m € N tako da
je za sve n >m, |y,| < ¢/M. Tada za sve n > m

6_

|2nyn| = [@nllynl < M- -7

€,

tj. zy je nula niz. &



3. Poglavlje: BROJEVI 105

3.6.7 Lema Relacija ~ je relacija kongruencije prstena (C,+,-,0,1).

Dokaz Lako je proveriti da je relacija ~ refleksivna i simetriéna. Dokazimo da je
~ tranzitivna. Neka su z,y,z € C, i pretpostavimo da je z ~ y, y ~ z. No tada
z—y,y—z € Cy, pa obzirom na prethodnu lemu, takode imamo (z—y)+(y—=2) € Cy,
tj. @ ~ z.

U dokazu saglasnosti relacije ~ koristi¢emo Lemu 1.10.18. Neka su z,y,z € C i
pretpostavimo # ~ y. Tada je (z + z) — (y + 2) nula niz, dakle # + z ~ y + z, tj.
relacija ~ saglasna je sa operacijom +. Dalje, xz — yz = (x — y)z, pa kako je x — y
nula niz, prema prethodnoj lemi (z — y)z € Co, tj. £z ~ yz; prema tome relacija ~
saglasna je i sa operacijom - algebre (C,+,-,0,1). &

Dakle, postoji koli¢nicka algebra R = (C,+,-,0,1)/~. Prema tome, domen ove
algebre je R = C/~, dok je prema Teoremi 1.10.14 i Posledici 3.6.5, R komutativan
prsten sa jedinicom. Primetimo da je nula ovog prstena klasa kongruencije 0/~.
Elemente skupa R nazivamo realnim brojevima. Pre odredivanja daljih osobina
strukture realnih brojeva dokazimo dve leme.

3.6.8 Lema separacije  Neka su a, b racionalni Kosijevi nizovi takvi da a # b.
Tada postojim € N iq,¢' € Q takvida jeqg < ¢' I:

Yn>m a, <q<q <b,, ili
Yn>m b, <q<q <a,.

Dokaz S obzirom da a — b nije nula niz, postoji d € QT i ny € N tako da je za
svaki n > ng, |a, — b,| > d.

S obzirom da je a, Kosijev niz, postoji n, € N takav da je za sve n > ny,
la,, —a,| <d/8.

S obzirom da je b, KoSijev niz, postoji n, € N takav da je za sve n > na,
b6, — b,| < d/8.

Izaberimo prirodan broj m > ng, ni,n.. Tada za svaki n > m

| 1< 4] |<d d d
Ay — Ay, Ay, — ap| + la,, —ay, — 4 — =
- ! ! 8§ 8 4

Sliéna nejednakost vazi i za niz b, dakle za svaki n > m vaZe nejednakosti

d d
n_bn>d7 m — Yn R bm_bn o
= bl 2 =g < 5 I — bl < €
Tada a,, < b, ili b,, < a,,. Pretpostavimo, recimo, a,, < b,,. Tada za svaki n > m
vazi d d d d
b,—a,>d - =-<a,< - b —=<b,<b —
n an_ ) am 4_an_am+47 m 4_n_ m+47
S obzirom da je skup racionalnih brojeva gusto ureden, i kako je a,,+d/4 < b,,—d/4,
postoje racionalni brojevi ¢, ¢’ € Q takvi da je

d I
am+1<q<q < b, —

b

R
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tj. za svaki n > m vaii a, < ¢ < ¢' < b,. Primetimo da se odavde odmah izvodi
na izgled jace svojstvo: za sve n,n’ > m, a, < g <g¢ <b, .
Slucaj b,, < a,, razmatra se na slican nacin. &
Uz oznake u prethodnoj lemi, za racionalne brojeve ¢ 1 ¢’ reéi ¢emo da razdvajaju
nizove a i b pocev od m.

3.6.9 Lema  Neka je x Kosijev niz. Tada postoji strogo monotono rastuéi
Kosijev niz u i strogo monotono opadajuci niz v tako da je u ~x i v ~ x.

Dokaz Pretpostavimo najpre da postoji racionalan broj ¢ tako da je x ~ q. Tada
mozemo uzeti

u={q— |n € N), v={q+ |n € N).

n+1 n+1

Pretpostavimo drugi slu¢aj, da nema racionalnog broja ¢ tako da je x ~ q. Pri-
menom Remzijeve teoreme, videti Primer 3.5.12, postoji podniz y niza z koji je
monoton ili konstantan. Ako je y konstantan, onda je za neki racionalan broj g¢,
Yy = g, pa bi s obzirom na Lemu 3.6.3.6 bilo z ~ q, suprotno pretpostavci. Dakle, y
je strogo monoton, recimo monotono opadajuéi. Tada prema Lemi 3.6.6.3 mozemo
uzeti v = y. Niz u konstruisacemo na sledeéi nac¢in. Najpre dokazimo:

(1) Neka je m pozitivan prirodan broj i p € @ takav da za svaki n € N vaii p < v,.
Tada postoji r € Q 1 k € N tako da za svaki prirodan broj n vazi p < r < v, i
vy — 7 < 1/m
Zaista, ako p zadovoljava uslov iz (1), kako v # p, prema Lemi separacije, uzima-
juéi u lemi b = {(p,p,p,...), postoji n’ € N i racionalni brojevi ¢, ¢’ takvi da je za
sven >n', p<g<q <wv,. Sobzirom da je v, monotono opadajuci niz, prethodna
nejednakost zapravo vazi za svaki n € N. Izaberimo racionalan § < ¢’ — ¢, 1/m.
Tada ¢+9J < v, za sve n € N, dok sa druge strane, prema arhimedovskom svojstvu
uredenog polja racionalnih, brojeva (v. Teoremu 3.3.12,) za neki s € N postoji
k € N tako da je ¢ + sd > v,. Dakle, prema Principu najmanjeg prirodnog broja,
postoji najmanji prirodan broj s sa tim svojstvom. S obzirom da je v monotono
opadajuéi niz, prema istom principu mozemo izabrati najmanji k¥ € N tako da je
onda ¢ + sd > v,. Tada

VneN g+ (s—1)0 < v, v < g+ 0.

Dakle » = ¢ + (s — 1)d i k zadovoljavaju trazene uslove u (1), ¢ime je tvrdenje (1)
dokazano.

Izaberimo proizvoljan u, takav da je Yn € N wug < v,. Primetimo da takav wug
postoji s obzirom da @) nije ogranicen odozdo 1 da je v Kosijev, dakle ogranicen.
Pretpostavimo da smo konstruisali ¢lanove niza uy, < u; < ... < u,,, kao i podniz
Vngs Uny - -+ 5 Up,, 2a koje vaizi:

Mm

1
(2) u < vy, < U+ -, i=1,2,...,m VYn € Nu,, <v,
?
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Prema (1) postoji r € @ i k € N tako da je

1
3 Vne Nu,, <r<wv, v < P ——.
(3) ’ ¥ + m+1
Tada biramo ,,,, = r, dok je n,,;; najmanji prirodan broj k& > n,, tako da vazi (3).
Ovim smo konstruisali strogo monotono rastudi niz u. Neka je v/ = (v, | m € N).
Tada je v’ je podniz niza v, dakle v/ ~ v i v’ je KoSijev. Dalje, v' — u je nula niz,
dakle u ~ v' i u je Kosijev niz. Kako je v’ ~ v, onda i u ~ v. &

3.6.10 Teorema 1. R je polje.
2. Preslikavanje o : ¢ — q/~, ¢ € @ je utapanje polja Q u R.

Dokaz 1. Vec smo primetili da je R komutativan prsten, pa dokazujemo da svaki
realan broj razli¢it od nule ima inverzan u odnosu na operaciju mnozenja. Neka je
r€ R—1{0/~}, r = 2/~ gde je  Kosijev niz. Tada « #£ 0, pa postoji m € N i
€ € QT tako da je |x,| > ¢ za sve n > m. Neka je niz y definisan pomoéu

{ 1, n<m
Yn = 1/¢n, n>m

Nije tesko videti da je y/~=r~".
2. Preslikavanje o je homomorfizam u odnosu na operacije + i - s obzirom na
definiciju koli¢nicke algebre. Dokazimo da je o 1-1 preslikavanje. Neka su p, ¢ € @,
p # ¢ i pretpostavimo da je op = og. S obzirom da je ¢ homomorfizam, sledi
o(p—q) = 0/~. Dakle, za r = p — ¢, r je nula niz, §to oc¢igledno nije mogude jer je
r racionalan broj razli¢it od nule. &
Kao §to smo uradili u slu¢aju prirodnih i celih, odnosno celih i racionalnih bro-
jeva, 1 ovde ¢emo identifikovati polje racionalnih brojeva sa njegovom izomorfnom
slikom ¢@). Tako na primer, konstantu 0 identifikujemo sa 0/~, a 1 sa 1/~. Otuda,
ako je iz konteksta jasno, za racionalan broj ¢ umesto q/~ pisa¢emo jednostavno g.
Razmotrimo pitanje uredenja polja realnih brojeva. Naime, uredenje polja racional-Jj
nih brojeva moze se prosiriti na ceo domen R.

3.6.11 Definicija Neka sur =a/~ is = b/~ razli¢iti realni brojevi, gde su a i
b racionalni Kosijevi nizovi. Dalje, neka su prema Lemi separacije ¢ 1 ¢’ racionalni
brojevi koji razdvajaju nizove a i b pocev od nekog m.

e AkozaVn>m a, < q<¢q <b,, ondar<s.

e AkozaVn>m b, < q¢< q <a,, ondas <r.

. . . def
Za pr01zvoljne r,s R, uzecemor S s<r<sVr=s

U prethodnoj definiciji » < s definisali smo pomoéu predstavnika (nizova z, y)
iz odgovarajucih klasa. Ovako definisana relacija ne zavisi od izbora predstavnika,
tj. relacija < je dobro definisana na R. Zaista, neka su z,y, u, v Ko§ijevi nizovi i
uzmimo da je r = ¢ /~= u/~, s = y/~= v/~. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi
definicije, recimo neka postoje ¢, ¢’ € @ koji razdvajaju nizove x i y pocev od nekog
m, tj.

Vn>m x, <q<q <yn
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Dokazujemo da su onda i nizovi u i v razdvojeni nekim parom racionalnih brojeva
pocev od nekog prirodnog broja. Neka je ¢ = (¢’ —¢)/4 i neka su p,p’ € @ takvi da
jeq+e<p<p <q¢ —c Sobziromdau~xziv~y, postoje my,m; € N tako da
je

Y > mg |2, — u,| < e, Y >my |yn — v < €.

Izaberimo prirodan broj m’ > m, mg, m;. Tada za n > m’ vazi
Uy < Tpt+e<qgte<p<p <qg —e<y, —¢<uv,

dakle p, p' razdvajaju (tim redom) nizove w i v pocev od m'.
3.6.12 Teorema Struktura R = (R,+,-,<,0, 1) je uredeno polje.

Dokaz Najpre dokazimo da je < linearno uredenje skupa realnih brojeva. Za to
je dovoljno videti da je relacija < relacija striktnog linearnog uredenja, odnosno da
< zadovoljava ove uslove za proizvoljne realne brojeve a, b, c.

(1) a<b=-b<a.
(2) a <bAb<c=a<e, svojstvo tranzitivnosti relacije <.
(3) a<bVa=>5bVb<a, svojstvo linearnosti relacije <.

Neka je a < b1 neka je x strogo monotono rastuéi Kosijev niz racionalnih brojeva
tako da je a = x#/~, i neka je y strogo monotono opadajuéi niz racionalnih brojeva
tako da je b = y/~ (takvi nizovi postoje prema Lemi 3.6.9). S obzirom da je a < b,
postoje q,q" € @ tako da je za neki m, za sve n > m, z, < ¢ < ¢’ < y,. S obzirom
na monotonost ovih nizova, ove nejednakosti vaze za proizvoljan n € N. Tada
oc¢igledno nema para racionalnih brojeva koji bi razdvajali ove nizove u obrnutom
redosledu, dakle =6 < a, odnosno (1) vazi.

Pretpostavimo da je a < bib < ¢, inekasua=a/~ b=y/~, c=2z/~ gde su
x,y, z racionalni Kosijevi nizovi. Tada neki par racionalnih brojeva ¢, ¢’ razdvaja x i
y tim redom pocev od nekog my, i slicno, neki par racionalnih brojeva p, p’ razdvaja
y 1 z tim redom pocev od nekog m,. Izaberimo m > my,m;. Tada na primer par
q, ¢ razdvaja z i z tim redom pocev od m, dakle vazi i (2).

Neka su a = &/~ i b = y/~ razli¢iti realni brojevi. Tada « + y, pa prema Lemi
separcije postoje racionalni brojevi koji razdvajaju nizove = i y pocev od nekog
m € N, odnosno ili a < bili b < a, dakle vazi i (3).

Dokazimo sledeée tvrdenje za realne brojeve a, b:

(4) a < b < postoje Kodijevi nizovi x,y takoda a = z/~, b= y/~iVn z, <y,

Zaista, pretpostavimo najpre ¢ < b. Neka je x monotono rastuéi racionalan niz
tako da je @ = 2/~ 1 neka je y monotono opadajuéi racionalan niz tako da je
b=y/~. Ako je a = b, onda ocigledno vazi Vn z, < y,. Ako je a < b onda
postoje racionalni brojevi ¢, ¢’ koji razdvajaju nizove z 1 y pocev od nekog m, pa
s obzirom na monotonost nizova z, y opet vazi Vn z, < y,. Ovim je dokazana u
(4) implikacija (=). Pretpostavimo sada obrnuto, da je za neke racionalne Kosijeve
nizove z, y takve da je a = &/~ 1 b = y/~ ispunjeno Vn ., < y,. Tada za nizove
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z 1 y razlikujemo dva slucaja. Prvi slucaj je z ~ y, tj. a = b, daklei a < b.
Drugi slucaj je # # y. Prema Lemi separacije onda postoje racionalni brojevi ¢, ¢’
koji razdvajaju nizove x 1 y pocev od nekog m € N. S obzirom na pretpostavljeni
uslov Vn 2, < y,, ne moze biti Vn > my, < ¢ < ¢ < z,. Dakle mora biti
Vn > m z, < q¢ < q' < Y, §to znaci da je a < b. Ovim je dokazan i deo (<)
tvrdenja (4).

Dokazimo saglasnost uredenja < sa operacijama + i - polja realnih brojeva. Na-
jpre ¢emo dokazati

(5) a<b=a+c<b+e, a,bec€ER.

Pretpostavimo da je a < b. Tada prema (4) postoje racionalni Kosijevi nizovi z,y
takoda jea =2/~ b=y/~iVna, <y, TadaVnz,+ z, <y, + 2., te prema
(4), a4+ ¢ < b+ ¢, pa je ovim tvrdenje (5) dokazano. Dokazimo sada

(6) a<bAN0<c¢=ac<be, a,bc€ER.

Pretpostavimo a < b. Kao u prethodnom slu¢aju nalazimo racionalne nizove z, y, z
tako da je a = #/~, b=y/~, c = z/~iV¥n € N (z, <y, A0 < z,). Tada za bilo
kojin € N, 2,2, < yYnzn, pa prema (4) sledi ac < be, dakle (5) vazi.

Ovim smo proverili sve aksiome uredenog polja u strukturi R. &

Ako jea € Rir > 0, onda kazemo da je a pozitivan broj, inace kazemo da
je negativan. Skup svih pozitivnih realnih brojeva obelezavamo sa R*. Apsolutnu
vrednost realnog broja a definiSemo na slican nacin kao kod racionalnih brojeva:
|a| = a ako je a pozitivan ili 0, inace |a| = —a. Dualna relacija za ”<” je ”>", gde
a > b ako i samo ako @ < b. Sli¢cno definisemo relaciju >. Neposredna posledica
ovakve definicije uredenja je da je uredeno polje R arhimedovsko. Naime, vazi
sledeée tvrdenje.

3.6.13 Teorema 1. Skup racionalnih brojeva je gust u R.
2. Uredeno polje R je arhimedovsko, tj. Ve € R In € N z < n.
3. Ako je a € RY onda postoji n € N tako da je 1/n < a.

Dokaz 1. Nekasu a,b€ Ria<b. Zaa=x/~,b=y/~ prema Lemi separacije,
odnosno (4) u prethodnoj teoremi, postoje racionalni brojevi ¢, ¢’ tako da je za sve
neN,r, <qg<q <y, Neka je r racionalan broj takav da je ¢ < r < ¢'. Tada
prema definiciji uredenja < sledi a < r < b.

2. Neka je @ € R. Prema prethodnom postoji racionalan broj ¢ takav da je a < ¢ <
a4+ 1. Ako je n € N tako da je ¢ < n, onda a < n.

3. Nekajea € Rt i 1/a < n. Tada 1/n < a. &

Arhimedovsko svojstvo realnih brojeva omoguéava nam da uvedemo ceo deo od
z, tj. funkciju y = [z], na isti nacin kao kod racionalnih brojeva. Dakle, [2] bice
najveéi ceo broj < z. Kao i kod racionalnih brojeva, v. Odeljak 3.4, neka je

R(x) =z — [#]
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Ako je (X, <) ureden skup i S C X je neprazan, tada je supremum skupa S
najmanja gornja granica skupa S. Infimum skupa S biée najveéa donja granica sku-
pa S. Supremum skupa S obelezavamo pomocu sup S, dok infimum obelezavamo
pomocu inf S. Primetimo da nema svaki skup supremum (niti infimum). Na
primer, ne postoji supremum prirodnih brojeva u (R, <), niti supremum skupa
{g € Q%|¢* < 2} u (@Q,<). Fundamentalno svojstvo realnih brojeva je da je R
ureden kontinuum. Naime, R ima sledeée svojstvo neprekidnosti.

3.6.14 Teorema supremuma za R Svaki neprazan odozgo ogranic¢en skup
S C R ima supremum.

Dokaz Neka je S C R neprazan i neka je M € @) jedna njegova gornja grani-
ca. Neka je X skup svih vrednosti (strogo) monotono rastucih nizova ¢ije klase
kongruencije pripadaju S, tJ.

X =A{z,|z/~€ S,z je monotono rastuéi,n € N}.

S obzirom da je M gornja granica za S, prema Lemi separacije za «/~€ S postoji
m € N tako da za n > m, z, < M. Ako je x monotono rastuci onda je za sve
n€ N, x, < M. Dakle,

(1) M je gornja granica skupa X.

Skup X nema najveéi element, jer ako je z, € X za neki rastuéi =, neki n € N,
onda ©, < T,41 1 2,41 € X. Primetimo da je X C @, dakle X je prebrojiv skup,
pa sve ¢lanove skupa X mozemo poredati u niz, tj. mozemo uzeti da je X =
{40,415 ¢G>, - - - }. Induktivno konstruiSemo niz w, kofinalan u X: Neka je wy = ¢o, 1
pretpostavimo da su ¢lanovi wg, wy, ... ,w,_1, n > 0 konstruisani. S obzirom da X
nema najveceg elementa, postoji a € X takav da je @ > wo, wy,..., w,_1, 1 a > qy,.
Neka je w,, = a. Prema konstrukciji za niz w = (w,|n € N) vazi:

(2) Niz w je kofinalan u X jer Vn € N ¢, < w,.
(3) Niz w je monotono rastudi.
(4) Vn e Nw, < M.

Takode
(5) Niz w je Kogijev.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji d € @t tako da za svaki m € N postoji
n > m tako da je |@,—a,,| > d, odnosno s obzirom na monotonost niza w, &, — ¢, >
d. Dakle, postoji podniz v; = w,,, tako da je v;1; —v; > d, odakle sledi v, > vy + kd,
pa s obzirom na arhimedovsko svojstvo uredenja realnih brojeva, za neki m vazi
v, > M, dakle w,,,, > M, suprotno (4). Dakle (5) vazi. Dalje,
(6) b = w/~ je supremum skupa S.

Neka je s € S bilo koji element. Prema Lemi 3.6.9 postoji monotono rastuéi niz
z tako da je s = ¢/~. Tada prema definiciji skupa X, za svaki n € N, =, € X.

Dakle {z,|n € N} C X, pa s obzirom da je w kofinalan u X, to je w kofinalan i u
{&,|n € N}. Prema tome za svaki m postoji n > m tako da je ., < w,, pa postoji
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podniz u; = w,, niza w tako da je za sve 7, x; < u;. Kao podniz Kosijevog niza, u
je Kosijeviu ~ w, pa s <u/~ =w/~ = b, tj. b je gornja granica skupa S.

Dalje, pretpostavimo da je ¢ € R bilo koja gornja granica skupa S. Prema Lemi
3.6.9 posto]i monotono opadajuéi niz y tako da je ¢ = y/~. Tada za sve ¢ € X vaizi
q < y, za sve n, prema tome za sve n, w, < y,, pa (v. Teoremu 3.6.12(4)), sledi
w/~ < y/~,tj. b <e¢, sto znadi da je b najmanja gornja granica skupa 5. Ovim je
dokazano svojstvo (6), a time i teorema. &

Prema dokazu prethodne teoreme, imamo sledeée tvrdenje.

3.6.15 Posledica Neka je S odozgo ogranicen podskup realnih brojeva i neka
je z kofinalan niz racionalnih brojeva u S. Tada #/~ = sup S.

3.6.16 Primer 1. Neka je z, ograni¢en i monotono rastuéi niz racionalnih brojeva.
Tada je skup S = {#.|n € N} ogranicen, dok je niz z kofinalan u njemu, dakle &/~ =
sup S. Za sup S koristimo i oznaku sup,, #.

3.6.17 Posledica Svaki neprazan odozdo ogranic¢en skup S ima infimum.
Dokaz inf$S = —sup{—z|z € S}. &

3.6.18 Lema Neka je a realan broj i neka je S, = {q¢ € Qlq < a}. Tada
a =sup S,.

Dokaz Broj a je gornja granica skupa S,, pa prema Teoremi supremuma S, ima
supremum, neka je to s. Kako za svaki ¢ € S, vazi ¢ < a, to je s < a. Pretpostavimo
da je s < a. S obzirom da je @ gust u R, postoji ¢ € @) tako da je s < ¢ < a, dakle
g € S,. Prema definiciji supremuma onda mora biti ¢ < s, suprotno pretpostavci
s < g. Otuda a = s. &

Mozemo postaviti pitanje da li ima realnih brojeva koji nisu racionalni. Odgovor
nam daje teorema o kardinalnom broju skupa realnih brojeva. U dokazu te teoreme
koristi¢emo Kantor-Bernstajnovu teoremu iz elementarne teorije skupova.

3.6.19 Teorema Neka su X iY proizvoljni skupovi, i neka su f : X—Y i
1-1
g:Y—X. Tada su skupovi X 1Y iste kardinalnosti, tj. postoji h : X 2y
1-1 1-1

Osim ove teoreme koristicemo i druge ¢injenice iz elementarne teorije skupova.
Na primer da je |[N| < |P(N)|, tj. da se ne mogu poredati u niz svi podskupovi skupa
prirodnih brojeva, (ako h: N — P(N), ondaza X = {n € N|n & h(n)} ne postoji
m € N tako da je X = h(m), tj. h ne moze biti na), ili |2¥] = |P(N)| (bijekcija
izmedu skupova 2% i P(N) je, na primer, preslikavanje koje svakom podskupu skupa
N pridruzuje njegovu karakteristi¢nu funkciju).

3.6.20 Teorema Realnih brojeva ima neprebrojivo mnogo, tacnije, |R| = 2%,
Dokaz Neka je 2V skup svih binarnih nizova. Preslikavanje b : 2% — R definisemo
na slede¢i nacin. Primetimo najpre da je za o € 2V, o = {a; | € N},

n

o 1 1—1/3" 1
(1) 2z Sy —1/3 2

=0
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Dakle, skup X, = {31, @;/3"*'|n € N} ima gornju granicu 1/2, pa prema Teo-
remi supremuma ovaj skup ima supremum. Definisemo h(«) = sup X,. Dokazimo
da je h 1-1 preslikavanje. Neka su «, 8 € 2V i pretpostavimo da je « # 3. Tada
za neki m € N vazi «a,, # B, recimo o, > Bn, tj. o, =11 5, = 0,1 zai < m,
«; = B;. Otuda za proizvoljan k € Nt i n = m + k, nalazimo kao u (1)

Z i1 —3_m_(3m+1+3m+2+"'+3_n)
=0
1 11 1 1 1 1

e et ) > —— —
g tE T2

1
3m

| —

: 1 1 i . 1 1

. 7 7 t+1 .

Odavde sledi "7 o, /3 " > 3 3w + z_;ﬁ,/i’) , odakle je h{a) > 3 3w + h(8).
Prema tome, ha > hf3, tj. ha # hf, ¢ime je dokazano da je h 1-1 preslikavanje. S
obzirom da je |2V] = 2%0, sledi

(2) [R| > 2%,

S druge strane, ako je a € R, neka je S, = {¢ € @|g < a}. Ovim je definisano
preslikavanje ¢ : R — P(Q), gde je P(Q) skup svih podskupova skupa @. Prema
Lemi 3.6.18, preslikavanje ¢ je 1-1, jer ako S, = S, a,b € R, onda @ = sup S, =
supS, = b. S obzirom da je @ prebrojiv skup, sledi |P(Q)| = 2%; prema tome
|R| < 2%. Odavde i prema Kantor—Bernstajnovoj teoremi sledi | R| = 2%¢ &

Imajuéi u vidu prethodnu teoremu, za skupove koji imaju kardinalni broj 2%c
kazemo takode da imaju mo¢ kontinuuma. Zanimljivo je da je dugo ostala otvorena
hipoteza da ne postoji beskonacan podskup S realnih brojeva takav da je X, < |5 <
2% Drugim recima, da je svaki podskup realnih brojeva ili konacan ili prebrojiv ili
modi kontinuuma. Ta hipoteza poznata je kao Kontinuum hipoteza. Ovu hipotezu
postavio je G. Kantor, dok je D. Hilbert pitanje istinitosti ove hipoteze uvrstio kao
prvi na listi problema na pomenutom svetskom kongresu matematicara u Parizu
1900. godine. Delimic¢an odgovor dao je tek K. Gedel krajem tridesetih godina tako
§to je dokazao da ta hipoteza ne protivreci aksiomama teorije ZFC. Potpun odgovor
dao je P. Koen (Paul Cohen) 1963. godine dokazavéi da niti negacija Kontinuum
hipoteze ne protivreci teoriji ZFC, §to znac¢i da Kontinuum hipoteza ne zavisi od
aksioma teorije ZFC. Drugim re¢ima, njen status u okviru ove teorije analogan
je statusu petog Euklidovog postulata u odnosu na ostale aksiome Euklidske ge-
ometrije, ili statusu aksiome izbora u okviru teorije ZF. Vaznost ove hipoteze lezi
u ¢injenici da se istinitost nekih znacajnih tvrdenja iz matematike, pre svega iz
analize, topologije i algebre, svodi na pitanje istinitosti Kontinuum hipoteze.

S obzirom da je R neprebrojiv i ) prebrojiv, to je skup R — @) neprazan. Unija
dva prebrojiva skupa je prebrojiv skup, pa kako je R = QU (R —(Q), sledi da je skup
R — (@ takode neprebrojiv. Elemente skupa R— () nazivamo iracionalnim brojevima
i shodno prethodnom, iracionalnih brojeva ima vise nego racionalnih (neprebrojivo
mnogo, a nije tesko videti da ih zapravo ima kontinuum mnogo).
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3.6.21 Primer Ovde éemo razmotriti funkciju korenovanja realnih brojeva. Naime,
dokaza¢emo da za svaki pozitivan realan broj a i1 svaki prirodan broj m > 2 postoji
Jedinstven pozitivan realan broj b tako da je b = a. Tu jedinstvenu vrednost b oznaci¢emo
sa aw ili Wa.

Neka je 0 < @ < 11 u racionalan monotono rastudi niz tako da je a = u/~ 10 < ug. S
obzirom na Lemu 3.6.9, nije tesko videti da takav niz u postoji. Niz racionalnih brojeva
z = (zn|n € N} definiSemo pomoéu rekurentne formule

1_ n
(1) xn_H:1—(1—un)1_§nm7 z0o =0
Tada
(2) Za svaki n € N1 vazi 0<zn <1,

Dokaz tvrdenja (1) izvodimo indukcijom. Za n = 0 tvrdenje ocigledno vaZi, pa prelazimo
na dokaz induktivnog koraka. Po induktivnoj hipotezi 0 < z, < 1, dakle 0 < z;" < 1. S
obzirom da je 1 —zp41 = (1 —un)(1 —2,)/(1 —27), sledi 0 < zpq1 < 1, éime je svojstvo
(2) dokazano.

Dokazimo indukcijom da je niz x, monotono rastuéi. Ocigledno z¢ < z1, pa pret-
postavimo n > 0 i induktivnu hipotezu z,-1 < &,. Tada

l—un_l l_un

T Ttant.. Ha7, Ifant.. tap’

(3) Tl — &n

odakle, s obzirom na induktivnu hipotezu i un—1 < up, odmah nalazimo x,41 — 2, > 0, t].
Typ41 > Ty, cime smo dokazali da je niz monotono rastuéi. S obzirom da je niz x ogranicen
i monotono rastuéi niz racionalnih brojeva, on je Kosijev i postoji sup,, ,,. Ozna¢imo taj
supremum sa b; tada b = z/~, v. Primer 3.6.16. Dalje, neka je y = {zn41|n € N). Tada
je y podniz niza z, dakle y ~ 2 i b = y/~. Iz jednakosti (1) onda nalazimo

m—1

m—1

yn(l+on+ ...+ o,
odakle je
yn/~ (1 +on/~+... + xnm_l/fv) = up/~ ton/~ —|—xi/~ +... —1—1:,17"_1/~7

odnosno

bl4+b+... 4+ Y =a+b4+b"+... 477",

Odave neposredno sledi b™ = a. Primetimo da je 0 < b s obzirom da je za sve n € N,
zn > 0. Pretpostavimo da je ¢™ = aic > 0. Tada b™ = ¢™, odakle sledi (b/c)™ =1. S
obzirom na identitet 1 — " = (l—t)(l—l—t—l—t2 —|—...tm_1) il+t+2+...6™ P >0za
t =b/c, sledi b/c = 1. Dakle, postoji tacno jedan realan broj b takav da je b™ = a, i prema
tome preslikavanje z — %/z, z € [0, 1]z je dobro definisano. Ako je a > 1, tada definisemo
®/a = 1/ %/1/a, i na taj nacin smo definisali = — %/z, = € RT. Nije tesko proveriti da

ovo preslikavanje zadovoljava uobicajena svojstva korenske fukcije, kao na primer

(4) WEy= Wa g, We=3 e, maneNt, zyeRt
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Primetimo da rekurentna formula (1) daje efikasan algoritam za odredivanje %/a za a > 0.
Najzad, ako je a € @}, moZemo uzeti p41 =1 — (1 —a)(1 —xn)/(1 —27) u (1).

Evo najzad 1 "konkretnog” primera iracionalnog broja, koji je bio poznat jos staro-
grékim matematicarima.  Dokazademo da je @ = /2 iracionalan broj. Pretpostavimo
suprotno. Neka su m,n € N uzajamno prosti takvi da je a = m/n. Tada n® = 2m?,
odakle sledi da je n paran, pa neka je n = 2k. Otuda 2k* = m?, §to znadi da je i m paran,
dakle m 1 n nisu uzajamno prosti, suprotno pretpostavci. Prema tome a nije racionalan
broj.

3.6.22 Primer Neka je ¢ iracionalan broj. Tada je Z + ¢Z = {z + yc|z,y € Z}
gust u R.

Dokaz Mozemo uzeti da je ¢ > 0. Neka je f : N — [0, 1) preslikavanje definisano pomoéu
f(z) = R(ex) = cx — [cx], # € N. Preslikavanje f je 1 — 1. Zaista, ako je f(m) = f(n),
m,n € N, onda (m — n)c = [en] — [em]. Ako je m # n onda ¢ = (m — n)/([en] — [em]), Sto
bi znacilo da je ¢ racionalan broj, suprotno pretpostavci. Dakle m = n, odnosno f jeste
1-—1.

Dalje, neka je n € N7 i neka je preslikavanje g : N — {0,1,2,... ,n} definisano na
sledeéi nadin: g(z) = najmanji i € N tako da je f(z) € [i/(n+1),(i+1)/(n +1)]. S
obzirom da je g preslikavanje beskona¢nog skupa u konacan, postoje razli¢iti &,y € N
tako da je g(x) = g(y), odakle sledi |f(z) — f(y)] < 1/(n+ 1) < 1/n. Neka je d = u + ve,
gde u = [yc]—[zc]iv = x—y. MoZemo pretpostaviti da je d > 0, inate biramo d = —u—wvec.
Prema tome vaz
1. Za svaki n € NT postoji d € Z 4+ c¢Z tako da je 0 < d < 1/n.

Neka su z,y € R, 0 < z < y. S obzirom da je R arhimedovski uredeno polje, postoji
n € N tako da je 0 < 1/n < y — x. Prema 1. postoji d € Z + ¢Z tako da je 0 < d < 1/n.
Neka je m najvedi prirodan broj takav da je md < x. Tada s < md+d < z+ 1/n < y.
Onda zaa = md+dvazi x < a <yia € Z+cZ. Naslican nacin se raspravljaju slucajevi
<0< yiz <y <0, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Jedna posledica prethodnog tvrdenja je da za preslikavanje f: Z — [0,1), gde f(z) =
R(cx), & € Z, vazi: f(Z) je gust u [0,1]. Zaista, pretpostavimo 0 < z < y < 1. Prema
prethodnom postoje m,n € Z tako daje z < m+nc < y, tj. 0 < x < m+[nc]+ f(n) <y <
1. Kako je m+[nc] ceo broj i 0 < f(z) < 1, na osnovu ove nejednakosti sledi m + [nc] = 0,
dakle z < f(n) < y.

U poglavlju iz teorije polja koristi¢emo sledeca svojstva realnih polinoma. Pod-
secamo ¢itaoca da su realni polinomi zapravo termi jezika {+,-} U{a|a € R} oblika
ay+a,x+...+a,2", n € N. Neka je p(z) realan polinom. Polinomna funkcija
pridruzena polinomu p(z) je preslikavanje pr : R = R koje svakom realnom broju r
dodeljuje vrednost polinoma p u R za vrednost promenljive = r. Drugim rec¢ima,
pr(r) = p®[r], u smislu kako smo definisali vrednost terma u prvom poglavlju.
Cesto ¢emo koristiti istu oznaku za polinom i pridruzenu polinomnu funkciju. Takav
dogovor u notaciji opravdava sledece tvrdenje. Naime, za realne polinome vazi:

3.6.23 Teorema 1. Realne polinomne funkcije su neprekidne funkcije svojih
argumenata.
2. Svaki realan polinom neparnog stepena ima bar jedan realan koren.
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3. Ako su p(z) i q(x) realni polinomi koji imaju jednake pridruiene polinomne
funkcije, onda su oni identi¢ni polinomi.

Dokaz Tvrdenja (1) i (2) obi¢no se dokazuju u okviru predmeta matematicke
analize, pa te dokaze izostavljamo. Sto se tice tvrdenja (3), dovoljno je dokazati:
ako je pr nula funkcija, onda je p(z) nula polinom. Zaista, pretpostavimo da je
p(x) = >, a;z" i neka je pgr(r) = 0 za svaki r € R. Razmotrimo slededi sistem
homogenih linearnih jednac¢ina po nepoznatim aq, ay, ... , Gy,:

ap+a;+as+...+a,=0

ao+a, - 2+22+...4a,-2"=0
(S)

ata -(n+l)+(n+1)°+...4a,-(n+1)"=0

Determinanta sistema S je Vandermondova determinanta

W(L2,....n+1)= [ G-9.

i<j<n+1

Dakle, determinanta sistema S je razlicita od nule; prema tome sistem S ima jedino
trivijalno reSenje, §to znaci da je p(x) nula polinom. &
Primetimo da uz malu adapatciju prethodnog dokaza dobijamo jace tvrdenje: ako
su p(x) 1 ¢(x) realni polinomi stepena najvise n, i ako ti polinomi imaju n + 1 istu
vrednost (za odgovarajuée argumente), onda su oni identiéni. Drugim recima, svaki
realan polinom stepena n u potpunosti je odreden sa nekih svojih n + 1 vrednosti.
Svojstvo neprekidnosti, odnosno Teorema supremuma jedinstveno odreduje polje
realnih brojeva. Naime, svako uredeno polje koje zadovoljava Teoremu supremu-
ma (koju onda u tom kontekstu nazivamo Aksiomom supremuma) izomorfno je
uredenom polju realnih brojeva. Neka je F = (F,+,:,<,0p, 1p) uredeno polje.
Primetimo da F sadrzi izomorfnu kopiju uredenog polja racionalnih brojeva. S ob-
zirom da je 0p < 1p, sledi da za svaki n € N vazi 0 < n - 1p, dakle F je polje
karakteristike 0; u F se utapa prsten celih brojeva, 1 prema Teoremi 3.3.7 onda se
i Q utapa u F. Stoga ¢emo u izlaganju sto sledi podrazumevati da svako uredeno
polje sadrzi kao potpolje polje racionalnih brojeva.
3.6.24 Teorema Neka je F = (F,+,-,<,0,1) uredeno polje koje zadovoljava

Aksiomu supremuma: Svaki neprazan odozgo ograni¢en podskup u F ima supre-
mum. Tada R = F.

Dokaz Najpre dokazimo
(1) F je arhimedovsko polje.

Pretpostavimo da je N nije kofinalan u F. Tada je NV ograni¢en odozgo skup u
F, te prema Aksiomi supremuma postoji sup IV; neka je to m. Tada postoji n € N
tako da je m — 1 < n. Dakle m < n + 1, §to je kontradikcija prema izboru za m,
¢ime je tvrdenje (1) dokazano.
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Posledica tvrdenja (1) je
(2) Skup racionalnih brojeva je gust u F.

Zaista, neka je r € F, r > 0. Tada postoji n € N tako da je 1/r < n, odakle
sledi 1/n < r. Neka su @,y € F bilo koji tako da je 0 < # < y. Prema prethodnom
postoji prirodan broj n tako da je 0 < 1/n < y — . S obzirom da je za neki k € N
z < k- 1/n, postoji najmanji m € N tako da je < m/n. Tada takode i m/n < y.
Slicno se pokazuje i za slucajeve z < 0 < y, z < y < 0 da posto]i racionalan broj
izmedu z i y, 1 time je dokazano i tvrdenje (2).

Neka jezaa € F, S, = {g € Q|q < a}. Isto kao u Lemi 3.6.18 dokazuje se da u
F vazi:

(3) a =sup” 9,.

Da bismo razlikovali operacije polja F' od operacija nad realnim brojevima, oz
nac¢imo operacije sabiranja i mnozenja u F redom sa +z i -p, nejednakost u F sa
<, 1 supremum nekog skupa X u F sa sup” X. Uz ove oznake i pretpostavku
@ C R, primetimo da je za a,b € @), a <p b ako i samo ako a < b. Preslikavanje
h : R — F definiSemo na slede¢i nac¢in: ako je r € R, neka je £ monotono rastuci
racionalan niz tako da je r = z/~. Tada h(r) = sup® z,,. Primetimo odmah da je
za ¢ € (), h(q) = q. Pokazimo najpre da je h dobro definisano preslikavanje. Neka
je y bilo koji drugi monotono rastuéi niz takav da r = y/~. S obzirom da

Yman >m ., < Y, i Yman >m Y, < Ty,

sledi sup® ,, = supf y,,, tj. h je dobro definisano.

Dokazimo da je i 1 — 1 preslikavanje. Neka su a,b € R razli¢iti realni brojevi,
recimo a < b. Neka su prema Lemi separacije ¢,q’ € ) takvi da je a < g < ¢' < b.
Neka su 2, y monotono opadajuéi racionalni nizovi takvida jea = 2 /~ib=y/~. S
obzirom da je za neki m za sve n > m, ¢’ < y,, sledi sup? z,, <p ¢ <p ¢’ <p sup! y,,
tj. h(a) < h(b), dakle h(a) # h(b). Ovaj dokaz istovremeno pokazuje da je h
monotono preslikavanje.

Dokazimo da je h preslikavanje na. Neka je b € F i neka je r = sup S,. Ako je z
monotono racionalan ratuéi niz tako da je r = ¢ /~, onda je & kofinalan u Sy; dakle,
prema (3), b = sup” S, = sup’ =, = h(r).

Dokazimo, najzad, da je A homomorfizam, odnosno da je saglasno sa operacijama
polja. Neka su a,b € Ric=a+b. Neka su z, y monotono rastuéi racionalni nizovi
takvida je a = x/~, b = y/~. S obziromdajec=a+ b=/~ +ty/~= (z +y)/~,
to je h(a +b) = h(c) = supf(z, + y,.). S obzirom da je z, = h(z,) <g h(a), sledi
2, <p h(a) isliéno y, <pg h(b), prema tome z, +r y, <p h(a) +r h(b), odnosno
h(c) <p h(a) +r h(b). Neka je ¢ € Q1. Tada postoje my,m; € N tako da je
zan > my, a—c¢ef2 < a,izan>m,b—c/2 <y, Izaberimo m > mg,m,.
Tada, s obzirom da su x, + ¢/2 i y, + ¢/2 racionalni brojevi, za n > m vazi
ha) < e,+rpe/21h(0) <yn+re/2,tj. h(a)+rh(d) <p 2, +pyn+re <pc+re.
Dakle, za svaki ¢ € Q*, imamo h(a) +p h(b) <p h(c) +F . S obzirom da je @) gust
u F sledi h(a) +r h(b) <p ¢, §to zajedno sa prethodno dokazanom nejednakoséu
h(c) =<p h(a)+rh(b) daje h(c) = h(a)+p h(b), odnosno preslikavanje & je saglasno
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sa operacijama sabiranja polja R 1 F. Na slican nacin se dokazuje da je h saglasno
i sa operacijama mnozenja ovih polja. Dakle h : R — F je homomorfizam. &

Ovom teoremom zavrSavamo zasnivanje realnih brojeva prema Kantorovoj teo-
riji. Naravno, mnoga pitanja u vezi izgradnje strukture realnih brojeva ovde nismo
raspravljali, kao na primer teoriju decimalnog razvoja realnog broja, topoloske oso-
bine realnog kontinuuma, ili izgradnju elementarnih funkcija. Tradicionalno se te
oblasti izucavaju u okviru predmeta realna analiza, pa zainteresovanog ¢itaoca up-
ucujemo na bogatu literaturu iz te oblasti.

3.7 Kompleksni brojevi

Izgradnja polja kompleksnih brojeva dosta je jednostavnija nego sto je to slucaj
sa realnim brojevima. Razlog za to lezi u ¢injenici da se polje kompleksnih bro-
jeva izgraduje kona¢nom konstrukcijom polazeéi od realnih brojeva, za razliku od
konstrukcije polja realnih brojeva zasnovanoj na racionalnim brojevima. Najzad,
konstrukcijom polja kompleksnih brojeva zavrsava se izgradnja fundamentalnih bro-
jevnih domena zatvorenih za osnovne aritmeticke i algebarske operacije: sabiranje,
mnozenje, odredivanje inverznog elementa 1 korenovanje. U ovom odeljku R oz-
nacava polje realnih brojeva.

3.7.1 Definicija Struktura kompleksnih brojeva je algebra
C: (C,—i—c,‘c,o,l), 0:(0,0), 1: (1,0),
gde je domen C' = R?, dok su operacije +¢ I ¢ definisane na sledeci nacin:

(1, 01) Fo (T2,92) = (B1 + Y15 22+ Y2), Ty, Y1, Ta, Ty Yo € IR
(21, 01) 0 (@2, 4) = (2122 — Y1 Y2, L1y + 231 ).

Elemente skupa C' nazivamo kompleksnim brojevima.
Sledeéa teorema opisuje fundamentalna svojstva algebre kompleksnih brojeva.

3.7.2 Teorema 1. Algebra C je polje.
2. Preslikavanje ¢ : R — C' definisano pomocu o : r — (r,0), r € R, je utapanje
polja R u polje C.

Dokaz Do sada smo imali nekoliko sli¢nih dokaza, na primer kod izgradnje prstena
celih brojeva, pa izostavljamo dokaz ove teoreme. Ipak spomenimo, ako je z € C,
z=(2,y), iz #(0,0), onda z7e = (x/(x* + y*), —y/(2* + ¥*)). %

Prema prethodnoj teoremi R’ = {(z,0)|« € R} je potpolje polja C, izomorfno
polju realnih brojeva. Otuda mozemo identifikovati realne brojeve sa R’, odnosno
mozemo pisati & umesto (z,0). Uvedimo imaginarnu jedinicu ¢ = (0,1). Primetimo
daje (y,0)(0,1) = (0,y), pa s obzirom na jednakost (z,y) = (#,0) +¢ (0,y), uz ovu
identifikaciju realnih brojeva, nalazimo da je (#,y) = « +¢ ¢ -¢ y. Uobicajeno se
ispusta donji indeks ¢ u oznakama algebarskih operacija polja C, tako da dolazimo
do standardne reprezentacije kompleksnih brojeva: C' = {z +w|«,y € R}.
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ispusta donji indeks ¢ u oznakama algebarskih operacija polja C, tako da dolazime
do standardne reprezentacije kompleksnih brojeva: C = {z +1y|z,y € R}.

Kako je 2> = (0,1) - (0,1) = (-1,0) = —1, imamo osnovni identitet > = -1.
Drugim retima, algebarska jednalina 2> = —1 ima resenje u.polju kompleksnih
brojeva. Uz tako uvedene oznake, operacije sa kompleksnim: brojevima izgledaju
ovako:

(z1+ 1) + (22 + 1) = (21 + 22) + 1y + 1)

(‘clf + 'yll) (22 wn) = (2122 — p112) + (21 + z201)

1 z -y .
. - .- k 2 2 0
T+ 1y :c2+y2+l z? +y?’ ko +y" #
Neka je z = « + 1y kompleksan broj. Tada se z naziva realnim delom |

obelezava se pomocu Re(z), dok se y naziva imaginarnim delom kompleksnog broja
z 1 obelezava se sa Im(z). Dakle, z = Rez + :Imz. Konjugacija je preslikavanj
skupa C u C definisano pomoéu Z = z —1y. Apsolutna vrednost kompleksnog brojs
uvodi'se pomoéu |z| = +/2%7 + yZ. Primetimo da je apsolutna vrednost kompleksnog
broja realan broj. Sledeca teorema opisuje osnovna svojstva uvedenih pojmova.

3.7.3 Teorema ,..Nekasu u, v i z kompleksni brojevi. Tada
1. Re(u + v) = Re(u) + Re(v), Im(u + v) = Im(u) + Im(v).
2.uFv=u+47, TUT=U-V,T=2. .

3. Konjugacija z — Z, z € C je automorfizam polja C.
4 |2|=062=0,2-2= [z, |ut+v| < |ul+ o]

S obzirom da je dokaz Teoreme elementaran, izostavljamo ga. Spomenim
samo da je svojstvo 3. posledica svojstava opisanih pod 2.

Kompleksni brojevi imaju takode geometrijsku interpretaciju. Naime, neka je
u euklidskoj ravni £ dat pravougli koordinantni sistem Ozy.

Y

2=z + 1y

0 " Rez T

Neka je 7 : C — & preslikavanje koje svakom kompleksnom broju z = z 41
pridruzuje tatku M ravni £ sa koordinatama (z,y). Drugim re¢ima, 7: z + 1y +~
M(z,y), z + 1wy € C. Trojka (7,C, &) naziva se Gausovom ravni. Za Gausovt
ravan takode se koristi i termin kompleksna ravan. Struktura C = ((C,+,0), R,
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kompleksni brojevi, dok je operacija mnozenja skalara i vektora: r(x+wy) = re+ary,
r € R, x +1y € C. Ocigledno, baza ovog prostora je {I,¢), dakle dimenzija ovog
prostora je 2. Uz ovako uvedene oznake, preslikavanje 7 je izomorfizam prostora C
i vektorskog prostora £ orijentisanih duzi u ravni &£ (¢iji je pocetak fiksirana tacka
- koordinantni pocetak), tj. vazi 7(u + v) = ru+ 1o, 7(r - u) = r7r(u), u,v € C,
r € R. Dakle, mozemo identifikovati kompleksne brojeve z sa svojim slikama 7z, s
obzirom da je 7 izomorfizam, tj. da je bijekcija i da odrzava algebarsku strukturu.
Na opisan nacin dobijamo reprezentaciju kompleksnih brojeva kao vektora — ori-
jentisanih duzi u euklidskoj ravni. Otuda, na primer, imamo i dobro poznat nacin
sabiranja kompleksnih brojeva kao vektora — orijentisanih duzi u euklidskoj ravni.

U ovoj geometrijskoj interpretaciji kompleksnih brojeva, vidimo da, na primer,
apsolutnoj vrednosti |z| kompleksnog broja z odgovara duzina — intenzitet ili nor-
ma vektora odredenog sa z (radijus vektor tacke M). U daljem izlaganju necemo
razlikovati kompleksni broj z 1 vektor njime odreden. Otuda se ugao koji z ¢ini sa
z > 0 polupravom naziva argumentom kompleksnog broja z, dok se |z| naziva i nor-
mom kompleksnog broja z. Argument kompleksnog broja z obelezavamo pomocu
argz. Ako je ¢ = argz i p = |z|, na osnovu pravouglog trougla AOM M’ nalazimo

T =pcosp, y=psing, 0<p 0<p<2n
p=Vat+y, tg@z% r,yeER

Par (p, ¢) iz 3.7.4, naziva se polarnim koordinatama kompleksnog broja z. Vidimo
da jednakosti 3.7.4 daju prelazak sa Dekartovih na polarne koordinate kompleksnog
broja z 1 obrnuto. Iz 3.7.4 takode dobijamo tzv. trigonometrijski oblik komleksnog
broja

(3.7.4)

(3.7.5) z = p(cos ¢ + tsin @), 0<p, 0<¢p<2m.

Za trigonometrijski oblik kompleksnog broja lako se proverava matematickom in-
dukcijom (najpre ako je n prirodan broj) tzv. Moavrov obrazac

(3.7.6) (cos p + esin @)™ = cos ny + tsin ny, neZ.
Otuda iz 3.7.5 imamo, na primer,

—1

27 = p~ (cos ¢ — 1sin @),

u-v = |u|-|v|(cos(argu + argv) + ¢sin(argu + argv)).
Uz pomo¢ kompleksne eksponencijalne funkcije e*, 3.7.5 postaje
(3.7.7) z = pe'?, p €0, +0)r, ¢ €10,2m)p.

Neka je k pozitivan prirodan broj, i neka je za 0 < k < n, &, = cos(27k/n) +
1sin(27wk/n). Prema 3.7.6 vidimo da je ¢, = £*, gde je ¢ = cos(27/n) + 1sin(27/n),
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kao i da ¢, & = 0,1,...,n — 1, leze na jedinicnom krugu u kompleksnoj ravni
odredujuéi temena pravilnog n-tougla, ¢ije je jedno teme kompleksan broj 1. Sa
algebarskog stanovista zanimljiva je ¢injenica da vazi e} = 1, dakle 1,¢,¢2,... e}
su n razlicitih korena algebarske jednacine z” = 1 u polju kompleksnih brojeva.
Otuda odmah imamo razlaganje polinoma z"” — 1 na linearne faktore

n—1

(3.7.8) o —1= ][]z —¢".
k=0
Nije tesko proveriti da je C, = ({1,¢,¢%,...,e"7'},-, 1) cikliéna grupa reda n,

dakle, C,, je izomorfna sa grupom (Z,,+,,0), gde Z, = {0,1,...,n— 1}. Jedan
izomorfizam ovih grupa je preslikavanje h : k — ¢*, k € Z,,. Generatori grupe C,,
nazivaju se primitivnim korenima polinoma z” — 1, dakle kompleksni broj ¢ je jedan
primitivan koren ovog polinoma.

Vec¢ smo se sasvim priblizili glavnoj teoremi ovog odeljka — Osnovnoj teoremi
algebre, prema kojoj svaki polinom sa koeficijentima u polju C i stepena > 1 ima
koren u C. Najpre dokazimo sledeée leme.

3.79 Lema Nekajea€eC —{0}in¢€ N,n>1. Tada jednacina " = a ima
tacno n resenja u polju C.

Dokaz Neka je p = |a|, ¢ = arga. Prema 3.7.8, skup S svih resenja jednacine
z™ = a izgleda ovako:

27k 27k
S:{W(COSL—I—zsinLH k=0,1,...,n—1}
n

n

¢

3.7.10 Lema Neka je p(x) polinom sa realnim koeficijentima. Ako je p(0) < 0,
onda postojit € R, 0 <t < 1 tako da je p(t) < 0.

Dokaz Ovo svojstvo realnih polinoma je neposredna posledica neprekidnosti re-
alnih polinomnih funkcija, s obzirom da lema vazi za proizvoljne neprekidne re-
alne funkcije. Ipak, zanimljivo je pogledati neposredan dokaz, jer se taj dokaz
ne zasniva na pojmu neprekidnosti. Kao posledicu dobicemo da ova lema vazi
u bilo kojem uredenom polju F (tj. ako se u lemi R zameni sa F). Neka je
p(x) =ao+az + ...+ a,z", stepena > 1 (razmatramo netrivijalan slucaj). Tada
je prema pretpostavel p(0) = ao < 0. Neka je t = |ao|/(1+ |ao| + |ai]| + ... + |an]).
Ocigledno 0 <t < 11

tay+ast + ...+ a, i < E(lay | + las| - [t 4o+ an] - TP <
|a0|

L+ Jao| + |ar| + -+ |an|

(lar[ +faz] + .+ |an]) <laol,

dakle p(t) < 0. &
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3.7.11 Lema Neka je p(z) polinom nad poljem C stepena > 1. Ako je p(u) # 0,
gde u € C, onda postoji v € C tako da je |p(v)| < |p(u)].

Dokaz Neka je z = u+ h. Tada za neke koeficijente a; € C' vazi

plz2) =asta(z—u)+...+a,(z—w)", tj. pluth)=pu)+ah+...+a,h™

Neka je a; prvi u nizu a,, ... ,a, razli¢it od nule. Dalje, neka je ¢ reSenje jednacine
" = —p(u)/ay, koje postoji prema Lemi 3.7.9. Neka je h = te, gde 0 < ¢ < 1,1
uvedimo b; = a;ed, j =k +1,...,n. Tada za v = u + h vazi

[p(v)] = [p() = t*p(u) + "+ byys + ..+ 17D, |
T = Yp)| 5 s |+ .+ 271D
= (L=t p(W)] + " bryi | + ...+ 17 [ba]
= [p(u)] + " (= Ip(u) | + tbusr | + ...+ 775 ]b )
= [p(u)] +t*q(t), gdeje q(t) = —Ip(u)| +t[busr] + ...+ 1" 7F[b].
Prema tome |p(v)| < |p(u)|+¢"¢(t). Primetimo da je ¢(t) realan polinom. S obzirom

da je ¢(0) = —|p(u)| < 0, prema Lemi 3.7.10 postoji 0 < ¢ < 1, tako da je ¢(¢) < 0.
Tada za h = te vaii

Ip(u+ )| < Ip(u)| + t*q(t) < |p(u)l,

Dakle, mozemo uzeti v = u 4+ h = u + te. &

Podskup S C C' je neogranicen ako za svaki z € C' postoji s € S tako da je
|s| > |z|. Na primer, skup C' je neogranicen skup. Preslikavanje f : C — C je
neograniceno na S ako je f(9) neogranicen skup.

3.7.12 Lema Neka je S C C neogranicen. Tada je svaki polinom stepena > 1
sa koeficijentima u C neogranicen na S.

Dokaz Tvrdenje ¢emo dokazati za normiran polinom p(z) = ao + a1z + ... +
ap_12""1 + 27 n > 1. Izaberimo proizvoljan w € C' i neka je M = |w|. Dalje, neka
jeza i =0,1,...,n—1, z; € C tako da je |a;|/|z;| < 1/2n. S obzirom da je S

neogranicen skup, postoji s € S tako da je |s| > 1,2M, |z, |z1],.-. ,|2n_1|- Tada
@y a
Pl = |s"(1+ ==+ o+ )]

> (2M)" (1= (== 4 [ 2)

1
> 2" M (1= n-go) = 2" M" > M.
n

¢

Ovaj stari naziv sledece teoreme donekle je anahron, ali u svakom sluc¢aju pokazu-
je kakav se znacaj pridavao toj teoremi u matematici.
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3.7.13 Osnovna teorema algebre Svaki polinom p(z) sa kompleksnim ko-
eficijentima stepena > 1, ima bar jedan koren u polju kompleksnih brojeva.

Dokaz Neka je S = {|p(z)||z € C'}. S obzirom da je 0 donja granica skupa S,
prema Teoremi supremuma postoji inf 5. Neka je s = inf S. Primetimo da je s € R
i da je s > 0. Dokazimo da je inf S dostignut, tj. da je za neki w € C, |p(w)| = s.

Prema definiciji infimuma, postoji niz kompleksnih brojeva (z,|n € N) tako da
je

(1) s <|Ip(zn)| <s+1/(n+1), n € N.

Kako je skup {|p(z,)||n € N} ogranic¢en, prema Lemi 3.7.12 i skup {z,|n € N}
je ogranicen, tj. postoji M € R* tako da je za sve n € N, |z,| < M. Neka su
z={x,|n € N)iy={(y,|n € N) realni nizovi takvi da je z, = =, + w,. Kako su
|2, |Un| < |2n], nizovi 2 i y su takode ograniceni. Neka su 2’ 1 ¢’ monotoni podnizovi
nizova x 1 y; podsetimo se da takvi postoje prema Remzijevo] teoremi. Tada su
nizovi ' i ¥’ monotoni i ograniceni, dakle Kosijevi, te uz notaciju iz Odeljka 3.6,
postoje realni brojevi a,b € R takvi da je a = @'/~ 1 b=y’ /~. Neka je w = a + b.
S obzirom da je preslikavanje z — ¢/~, ¢ je Kosijev niz, homomorfizam, koristeéi
nejednakosti (1), imamo

s < [ple/~+w/~)| < s+ (1/(n+1)[n € N)/~.

odnosno |p(a + )| = s, ili |[p(w)| = s. Pretpostavimo da je |p(w)| > 0. Onda
prema Lemi 3.7.11 postoji v € C' tako da je [p(v)]| < |p(w)| = s, suprotno definiciji
konstante s. Prema tome |p(w)| = 0, odnosno p(w) = 0, §to znaci da je w koren
polinoma p(z). &

Prethodni dokaz mogao se uciniti nesto jednostavnijim da smo koristili aparat
matematicke analize (svojstva konvergentnih realnih i kompleksnih nizova). Citaocu
predlazemo da izvede i taj dokaz.

Evo nekih posledica Osnovne teoreme algebre.

3.7.14 Posledica Ako je p(z) polinom sa kompleksnim koeficijentima, onda se
p(z) razlaze na proizvod linearnih faktora nad poljem C, tj. akoje p(z) = >_7

od
i=0 @577

tada postoje 21, 25,... , 2, € C tako da identitet p(z) = a, [[_,(# — z;) vazi u C.

Zaista, ako je w koren polinoma p(z), onda p(z) = (# — w)q(z) za neki polinom
q(z) stepena n — 1, pa visestrukom primenom Osnovne teoreme algebre dolazimo
do trazenog identiteta.

Neka je p(x) polinom sa realnim koeficijentima stepena > 1. Prema Osnovnoj
teoremi algebre, p(x) ima koren a € C. Pretpostavimo da a nije realan. S obzirom
da je konjugacija homomorfizam polja C, iz p(a) = 0 sledi takode p(a) = 0, prema
tome i a je koren polinoma p(z). Kako je (x —a)(z —a) = 2 — (a + a)x + aa realan
polinom, prema prethodnoj posledici odmah imamo:
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3.7.15 Posledica Svaki realan polinom stepena > 1 razlaze se nad poljem
realnih brojeva na proizvod linearnih i kvadratnih polinoma.

Ovim napomenama zavrSavamo zasnivanje polja kompleksnih brojeva.

Zadaci

3.1 Neka je M skup svih numerala i neka je operacija » skupa M definisana na
slededi na¢in: m = nv < m = n+ 1, m,n € N. Dokazati da struktura (M, M,Q)
zadovoljava Peanove aksiome.

3.2 Na osnovu Peanovih aksioma dokazati: zakon komutacije za mmnozenje,
zakone asocijacije za sabiranje i mnozenje i zakon distribucije za operaciju mnozenja
u odnosu na sabiranje prirodnih brojeva.

3.3 U Peanovoj aritmetici dokazati:
a. zty=z+z=>y=2z b.(z+l)ly=(+l)z=>y=2=2

3.4 U Peanovoj aritmetici dokazati da prirodno uredenje prirodnih brojeva, v.
Primer 3.1.9, zadovoljava aksiome linearnog uredenja.

3.5 Dokazati osnovne aritmeticke zakone u formalnoj artimetici.

3.6 Neka je M bilo koji model formalne aritmetike. Dokazati da je struktura
prirodnih brojeva N izomorfna nekom pocetnom komadu (u odnosu na prirodno
uredenje) od M.

3.7 Dokazati a. da postoji prebrojiv model formalne aritmetike, i b. da ima
kontinuum mnogo neizomorfnih prebrojivih modela formalne aritmetike.

3.8 Neka su L i R projekcijske funkcije za Kantorovu funkciju i neka je za « € R,
[#] najmanji ceo broj > x. Dokazati: ako jea € Nin = [(—=3++/9 + 8a)/2], onda
L{a) =a—{0,n)k 1 R(a) = (n,0)x — a.

3.9 Dokazati: ako skup A ima kodirajuéu funkciju, onda je A prebrojiv. Odre-
diti jednu kodirajucu funkciju 7 jezika teorije uredenih polja u okviru predikatskog
racuna prvog reda i izracunati 7o, gde je ¢ = V(-2 =0 = Jy(z -y = 1)).

3.10 (Dwojna ili simultana rekurzija) Neka su A, B i C' neprazni skupovi i neka
sufi: A=-B fo: A—=5C, g1 : NxAXBXxC—=-Bg :NxAxBxC—=C.
Dokazati da postoje jedinstvene funkcije hy : N X A — B i hy, : N x A — C takve
da je

( ):fl(x)v hl(y—I—l,x):gl(y,x,hl(y,x),hQ(y,x)),
ho(0,2) = fo(x), holy + 1, 2) = ¢2(y, @, hy (y, ), ha(y, ©)).

3.11  (Regresivna indukcija) Neka je ¢(n) aritmeticki iskaz. Dokazati: Ako ¢(n)
vazl za beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n i ako za svaki pozitivan k € N, iz
(k) sledi ¢(k — 1), onda ¢(n) vazi za sve prirodne brojeve n.
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3.12 (Jensenova nejednakost) Nekasu a,b € R, a < b. Zafunkciju f : [a,blrg —> R
f(x) + fly)
5 .

kazemo da je konveksna ako za sve x,y € [a,b]g vazl f <x ; y> <
Dokazati da je onda za sve 2y, 2s,..., 2, € [a,b]g:

Fllzy +zo+ ... 4 2,)/n) < (flz)+ flza) +... 4 flza))/n.
Dokazati da za pozitivne realne brojeve z,, ©s, ..., x, vazi:
(¥ + 2+ ...+ 2,)/n > Y122 Ty
3.13 Dokazati da za svaka dva prirodna broja a i b vazi NZD(a, b)-NZS(a, b) = ab.
3.14 Dokazati da za Fibonacijeve brojeve vazi:
a fogifoor — f2=(-1)" (J.D.Cassini 1680g.).

b. foiwfock — fufm = (=1)" frnn—i fr, uzimajuéi da je f,, definisan za sve n € 7,
prema definicionoj rekurentnoj formuli za Fibonacijeve brojeve.

3.15 Dokazati da za Fibonacijeve brojeve vazi

a. 2"f, = 22ke2N+1 (:)5(k_1)/2‘
b. Ako je p neparan prost broj, onda f, =, 5(P=1/2,

3.16  (Fibonacijev brojevni sistem) Neka k >»> m znadi k > m + 2. Pokazati da
svaki pozitivan prirodan broj n ima jedinstvenu reprezentaciju:
N=Jfo, S+t Jo, gde k> k> 003k > 0.
3.17 Dokazati sledeée identitete za binomne koeficijente:
a (1) = (2. b kG =n(). e 3 () (5D = (-
do Yoo T (U () =022 n > 0.
e (H+MH+E)+=2n £ Q+E)+ )+ =2
g () + () + () +...= (2" +2cos((n—2)7/3))/3
3.18 Neka su m,n € N. Dokazati:

!

n.

E An — E ki ko Em
( xl) kl!kQ!...km!xl R

k=1 Ei+..tkm=n

3.19 Neka su Sy i s redom Stirlingovi brojevi prve i druge vrste. Dokazati da
su matrice A = ||s?|| i B = ||97|| uzajamno inverzne.

3.20 Dokazati sledece identitete za Stirlingove brojeve:

1
a. sy = HAkO", gde A*0™ = ¢(0), g(z) = Arz™.

b. s = (_]:!)k Z(—1)i<f>i". c.siii=Y" <n> si.

¢ J J

3.21 Neka su m i n prirodni brojevi > 2. Napisati algoritam (program) koji iz
zapisa (a),, broja a u bazi m nalazi zapis (a),, broja a u bazi n.

3.22  Neka je ¢, zapis broja 5” u bazi 2. Dokazati da ¢, zadovoljava sledecu
rekurentnu formulu (u bazi 2): ¢, = 14+ 100(1+¢; + 2+ ...+ ¢,py).
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3.23  Dokazati da za svaki prirodan broj n > 0 postoji prirodan broj g(n) koji
zapisan u dekadnom sistemu ima samo cifre 0 i 1, a deljiv je sa n. Odrediti algoritam
za odredivanje broja g(n) za dato n.

3.24 Nekasu A i X proizvoljni skupovi.

a. Ako je A konacani f: A =% X, dokazati da je X konacan.

b. Ako je A beskonacan i f: A— X, dokazati da je X beskonacan.
1-1

3.25 Nekasu A i B konacni ekvipotentni skupovi i neka je f : A — B. Dokazati
daje f 1—1 akko je f na. Dokazati da ovo tvrdenje ne vazi za beskonaéne skupove.

3.26 Nekaje A={a, <a, <...} ={4"+49|0< i< j}. Dokazati:

a. Svaki n € N ima najviSe tri reprezentacije oblika a; + a;, ¢ < j.

b. Za bilo koju particiju skupa A na kona¢no mnogo skupova, recimo A = A; U
A, U. . UA,, zaneki A; = {a] < a} < ...}, beskona¢no mnogo n € N moize se
napisati u obliku a; + a}, 7 < j na najmanje tri nacina.

3.27*  (Spernerova teorema) Neka je n € N i neka je A = (A, As,..., Ay) niz
podskupova od n. Niz A je Spernerov ako nijedan ¢lan niza nije podskup nekog

drugog ¢lana niza A. Dokazati da za Spernerov niz A vazi k < [ 7;2] .
n
3.28 (Formula ukljucivanja—iskljuc¢ivanja) Dokazati da za proizvoljne skupove
Ay, Ao, ... A, vazi:
A U UA = D A= Y A, NAL 4.+

1<i;<n 1<i;<ig<n

) e Y V- P A B o P

1<i;<...<ip <N

Odrediti broj D, svih permutacija p skupa n koje imaju neku fiksnu tacku, t;j.
postoji ¢ € n tako da je p(i) = 4.

3.29 Neka su m i n pozitivni prirodni brojevi, gde n < m. Dokazati da

1 1

n + n+1
3.30 Nekasu a,b,¢,d € @, ¢ #0, 1 neka je « iracionalan broj. Dokazati:

1 .. .
+...+ — nije ceo broj.
m

ac+ b
ca+d
3.31 Dokazati:
a. [nz] = Z;:Ol[x—l—j/n], r€R, neNT.

b. [a]* < [e] < 352 (5[], = € R, k € N*.

3.32 Dokazati da se uredenje realnih brojeva mozde definisati pomocéu operacija
sabiranja i mnozenja.

€ Q < ad = be.
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3.33 Dokazati da se svaki prebrojiv linearno ureden skup moze utopiti u uredenje
racionalnih brojeva.

3.34* (D. Kurepa) Neka je (X, <) linearno ureden skup sa osobinom da se u
njega moze utopiti svaki prebrojiv dobro ureden skup. Dokazati da se u (X, <)
moze utopiti uredenje racionalnih brojeva.

3.35 Dokazati da iracionalnih brojeva ima kontinuum mnogo.

3.36* (Hamelova baza) Za podskup H C R kazemo da je Hamelova baza akko je

H baza vektorskog prostora ((R,+,0),Q,-). Dokazati:

a. Postoji Hamelova baza. b. Svaka Hamelova baza je mod¢i kontinuuma.

c. Postoji 22 mnogo Hamelovih baza.

d. Postoji Hamelova baza Lebegove mere 0. Ako je H Hamelova baza i H je merljiv
skup u smislu Lebegove mere, onda je m(H) =0 .

3.37*  (Kosijeva funkcionalna jednacina). Za funkciju f: R — R kazemo da ima
Kosijevu osobinu ako za sve z,y € R vazi f(z +y) = f(z) + f(y). Ako realna
funkcija f ima KoSijevo svojstvo dokazati da su sledeéi iskazi ekvivalentni:

a. Postoji ¢ € R tako da je f(x) =cx, x € R.  b. f je neprekidna funkcija.

c. f je monotona funkcija na nekom intervalu.

d. f je ogranicena funkcija na nekom intervalu.

e. Grafik funkcije f nije svuda gust u R2.

3.38 Uredeno polje F je arhimedovsko ako je skup {n-15|n € N} kofinalan u F.
Dokazati da se svako arhimedovsko polje moze izomorfno utopiti u uredeno polje
realnih brojeva.

3.39 Neka je Z skup celih brojevainekaje S = {a € R?|3k € Z Yn <k a, = 0}.
Neka su binarne operacije + i - definisane na sledeéi nacin:

(a+b), =a,+b,, (a-b),= Z asb;, a,b€ R%, ne€Z.
itj=n
Konstante 0, 1 i ¢ uvodimo na sledeéi na¢in: 0=(0lne€ Z); 1,=1akon =0,
inace 1, =0; ¢, =1 akon =1, inace ¢, = 0, n € N.
a. Dokazati da je S = (9, +,-,0,1) polje.
b. Dokazati da postoji utapanje h: R — S.
c. Zaa € S—{0} kazemo da je pozitivan ako za najmanji k takav da je a; # 0, vazi
ay > 0. Binarnu relaciju < na S definiSemo pomocu:
a < b akko b — «a je pozitivan ili a = b.
Dokazati da je (S, <) uredeno polje. Dokazati da uz identifikaciju odredenu sa
b. polja R sa podpoljem polja S, < produzuje uredenje realnih brojeva, kao i
da u S onda vazi: Yr € Rt 0 <e < 7.

3.40* Za uredeno polje F kazemo da je Scott kompletno (prema Dana Scott), ako
za svako uredeno polje G vazi: F C G i F je gusto u G = F = (. Dokazati:
a. F je Scott-kompletno akko svaki pocetni komad X od F koji zadovoljava:

(*) Ve>0 3a€ X a+¢¢ X, ima supremum.



3. Poglavlje: BROJEVI 127

b. Dokazati da za svako uredeno polje F postoji Scott—kompletno polje G takvo da
jeFC GiF jegustou G.
c. Dokazati jedinstvenost polja pod b.

3.41 Dokazati da je Aut(R,+,-,0,1) = {ir}.

3.42* a. Navesti primer nearhimedovskog polja.
b. Dokazati da se svako uredeno polje moze potopiti u neko nearhimedovsko polje.

3.43  Izracunati ¥/2 sa greskom < 1075,

3.44 Dokazati: a. U svakom uredenom polju vazi «* > 0.
b. Polje kompleksnih brojeva ne moze se prosiriti do uredenog polja.

3.45 Dokazati da za polinom z" — 1 vaze sledece faktorizacije u polju R:
a. 2" —1=(x— 1), (#* =2z cos(ZE) + 1), akon=2m+ 1.
b. 2" — 1= (2> = D[ (#2 — 2z cos(222) + 1),  ako n = 2m.

k=1 n

3.46  Ako je S konacna podgrupa multiplikativne grupe polja kompleksnih bro-
jeva, dokazati da je S = (¢}, gde je £ n—ti koren jedinice na neki n € N.

3.47 Neka je S skup svih primitivnih korena polinoma z” — 1. Dokazati da je
@, (x) = [],cs(® — 7) polinom sa celobrojnim koeficijentima.

3.48  Rediti jednacinu (z 4+ ¢)* + (z — ¢)” = 0 u polju C.

3.49 Neka je f(x) realan polinom takav da je za sve © € R, f(x) > 0. Dokazati
da postoje realni polinomi g(z) i h(x) takvi da je f = ¢* + h%.

3.50* Neka je A skup svih kompleksnih brojeva koji su koreni nekog polinoma sa
racionalnim koeficijentima. Dokazati da je A podpolje polja C.



Resenja zadataka

1. ALGEBRE

1.1 Pretpostavimo da je (z,y) = (2',y"), dakle {{z},{z,y}} = {{z'}, {z',y'}}. Posto
su dva skupa jednaka akko su im svi elementi jednaki, imamo dve moguénosti:

i. {#} = {2} i {z,y} = {2',y'}; iz ovoga sledi tvrdenje zadatka. ii. {=} = {2',¢y'} i
{z,y} = {¢'}. Na osnovu prve jednakosti, skup {z’,y'} ima samo jedan element, dakle

z' = y'. Tada (ponovo na osnovu prve jednakosti) # = z’. Na slican naéin se iz druge
jednakosti dobija x = y, ¢ime je dokaz zavrsen. &
1.3 a. Dokaza¢emo samo asocijativnost. Ako sa pVq oznacimo formulu (p A =¢q) V

(—p A q) (ekskluzivna disjunkcija) imamo & € UAV akko ¢ € UVe € V. Koridéenjem
tautologije ((pVq)Vv) < (pV(qVv)) dobijamo (S, U i V su bilo koji skupovi):

(x € (SAU)AV) & (z € (SAU)Vz € V)
S((zeSveel)VeeV) e (e SV(zelUyr eV))
& (e SAUAV)). O

b. Dokazimo prvo sledeée tvrdenje (a,b,c € Q):
a+b\3/§+0\3/§2 Sa?+b2+ 2 #0.

Dokaz (Samo netrivijalan smer). Posto je polinom z® — 2 nesvodljiv nad poljem @,
nijedan polinom drugog stepena nad @ nema /2 za koren.

Broj a+bv/2+ 0\3/52 ima inverzni element akko jednaéina (a+ b2+ 0\3/52)(1: +yd2+

3/52 . . . . . .
22 ) =1 ima racionalno reSenje. Ova jednacina se svodi na

(az +2cy +2bz — 1) + (bx + ay + 202)%—1— (cx + by+az)\7§2 =0,
§to je, na osnovu tvrdenja, ekvivalentno sistemu
ar + 2cy + 2bz =1, br + ay + 2¢z = 0, cx+by +az=0.

Ovaj sistem linearnih jednaéina ima netrivijalno racionalno resenje akko je determinanta

a 2c¢ 2b
sistema [} razli¢ita od 0; ali D =|b a 2c|= a® + 2b° + 4¢® — 6abe. Pretpostavimo da
c b a

je D =0. Svodenjem na zajednicki imenilac dobijamo da jednacina a® 4+ 2b° 4 4¢® — 6abe
ima celobrojno resenje, i to takvo da a,b 1 ¢ nemaju zajednicki delilac. Ali ako su a,b1 ¢
celi, onda je a = 2a; ; dobijamo jednaéinu 4a$ + b* + 2¢® — 6a1bc = 0, dakle b = 2b;. Sada
imamo 2a? +4b% 4 ¢® —6a1 by ¢ = 0, kontradikcija. Dakle D # 0 i postoji racionalno regenje
sistema. &
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1.4 a. Na osnovu Posledice 1.7.5 1 &mnjenice da je 1 € P, dovoljno je dokazati
da je skup P zatvoren za operacije +, —, - i —*. Kompleksne brojeve poistoveéujemo sa
vektorima €iji je pocetak u tacki (0,0). i. Sabiranje i oduzimanje. Zbir dva vektora
je moguce konstruisati pomoc¢u lenjira i1 Sestara, kao 1 vektor suprotan datom vektoru.
ii. Reciproéna vrednost. Konstrukcija ugla jednakog argz, ali suprotne orijentacije je
Jjednostavna. Duzine |w| = 1/|z| se konstruise primenom Talesove teoreme na proporciju
|w|/1 = 1/|z| (jedini¢na duz je data). iii. Mnozenje. Konstrukciju vektora koji odgovara
proizvodu z; z2 izvodimo u dva dela. U prvom konstruisemo zbir uglova koje dati vektori

zaklapaju sa g-osom. U drugom treba naéi duzinu |z| takvu da je |z| = |z1]|z2|, dakle
|z|/|z1| = |22|/1 — ovo se ponovo svodi na primenu Talesove teoreme.
1.5 c. Na osnovu b., (PX,U,N, 0 X) je Bulova algebra. Posto su skupovi @ i

X otvoreno-zatvoreni, na osnovu Posledice 1.7.5 dovoljno je dokazati da je mnostvo S
zatvoreno za operacije U, N1 ¢, a ovo sledi iz ¢injenice da su mnostva otvorenih i zatvorenih
podskupova prostora X zatvorene za konaéne unije i preseke 11z ¢injenice da je komplement
otvorenog skupa zatvoren i obratno. &

1.7 a. U dokazu é¢emo iskoristiti Zornovu lemu. Neka je K mnostvo svih komutativnih
podgrupoida grupoida G. Struktura (K, C) je parcijalno ureden skup, dokazimo da je on
zatvoren za unije lanaca, naime:

Ako je A;,i € I lanac komutativnih podgrupoida grupoida G tada je i Uie] A; komuta-
tivan podgrupoid grupoida G.

Dokaz Primetimo da je Uie] A; grupoid. Neka je z,y € Uie] A;. Tada je z € Am 1
y € Ap zaneke m,n € I, dakle ,y € Anax(m,n)- Posto je grupoid Apax(m,n) komutativan
vail -y = y - .

Po upravo dokazanom tvrdenju, parcijalno ureden skup (K, C) je zatvoren za unije
lanaca i neprazan (jer mu pripada trivijalni grupoid), i prema Zornovoj lemi ima maksi-
malni element, a to je upravo trazeni podgrupoid. &

1.8 Neka je A algebra jezika L sa ta¢no k elemenata. Izaberimo funkcijski simbol F' €
Funy; radi jednostavnosti uvedimo novi unarni funkcijski simbol G(z) = F2(z,,..., ).
——_———’

ar(F) puta
Jasno je da svaki algebarski zakon jezika L U {G} mozZe da se “prevede” na jezik L jedno-
stavnom eliminacijom simbola . Neka je g operacija G*. Posmatrajmo niz operacija

9,9°,9°,...,¢',... Posto na skupu A ima taéno k" unarnih operacija (Tvrdenje 1.1.5),
postoje razliciti 7,5 € N takvi da se operacije g° 1 g’ poklapaju, dakle u A vazi zakon
G'(z) = G (=). <&

Napomena  Primer beskonaéne algebre u kojoj ne vazi ni jedan netrivijalan algebarski
zakon je term algebra iz Zadatka 1.6.

1.9 a. Relacija < je: refleksivna, posto je x = z Ax; antisimetri¢na, po§to iz x = zAyi
y = yAz sledi © = y; 1 tranzitivna, posto iz z = zAyiy = yAzsledi ¢ = (zAy)Az = Az
Ob. Ako e < yondaw =xzAy,przVy=(rAy)Vy=y. Akoy = zVy onda
zAy=zA(zVy)=wx 0Oc.Naosnovu b. je # Vy > z,y. Pretpostavimo da je z > =z, y;
tadajez=2zVziz=yVzizA(zVy)=EV(eVy)A(zVy)=zVy pajez>zVy;
dakle = V y = sup{=,y}. O Tvrdenje & A y = inf{z,y} se dokazuje na slican nac¢in. [
d. Posto je ((z Vy)Az)A(zAz)=((zVy)Az)Az==x Az, imamo (cVy)Az>z Az
(na osnovu c.). Izmenom mesta z i y u ovoj formuli dobijamo (z V y) Az > y A z, dakle
(VY AzZ (e A2)V(yAz). o
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1.11 a. & b. Za sve a, b, c vazi sledece:

aAb<ec, a<bVc implicira a<c

akko Jz((a Ab)Vz=cAa<bV(aAb)Vz) implicira a<ec
akko Vz((a Ab)Vaz=¢, a<bVz) implicira a<c)

akko a <bVe implicira a<(aAb)Vz

akko Jz a=(bVz)Az implicira a<(aAb)Ve

akko Vz(a=(bVz)Az implicira a < (aAb)Vz)

akko (bVaz)Az<(bAz)Vz

akko (yVaz)Az<(yAz)Ve (y=0b) 0O

b. = c¢. Dokazujemo da u c. vazi relacija <.

<
SaVyYrz<((zAz)Vy) Az (postojeaANb<c& aAb<cAb)
<(zAz)V(yAz) (iz b. zamenom z sa (z Az)) O

c. = b.Imamo (zVy)Az=(zAz)V(yAz)<(zAz)Vy. &

1.12  Asocijativnost sabiranja: ((f+g)+h)(z) = (f+g9)(z)+h(z) = f(z)+g(z)+h(z) =
f(z)+ (g+ h)(x) = (f + (9 + h))(z). Ostale aksiome prstena se proveravaju na slican
nacin. Jedini¢éni element je identicko preslikavanje, ¢ 4. &

1.15 Ako su f, g automorfizmi iz (respektivno) Aut(A) i Aut(B), definisimo funkeiju
O(f,9)Ax B = Ax Bsad(f g)(z,y) = {f(z),9(y)). Ovim je definisano preslikavanje
¢ Aut(A) x Aut(B) — Aut(A x B) za koje se lako proveri da je 1 — 1 i homomorfizam. <

Napomena  Preslikavanje ¢ moze, ali ne mora da bude izomorfizam. Uzmimo da je
A = (Z2,42,0) i B = (Zs,+s,0) kao primer kada ¢ jeste izomorfizam 1 bilo koje A = B

kao primer kada ¢ nije izomorfizam (pogledati resenje zadatka 1.18.)

1.17 Trivijalan primer je prebrojiva algebra praznog jezika. Interesantniji primer nam
daje vektorski prostor V nad poljem Q dimenzije No. Neka je baza prostora V skup
{e;|1 € N}; tada se lako proveri da je baza prostora V" skup svih n-torki vektora iz
{ei|1 € N}, dakle jeste dimenzije Ro. Svaka dva vektorska prostora iste dimenzije nad
istim poljem su izomorfna, pa je V™ = V. Da bi dobili algebru sa trazenom osobinom,
uzmimo aditivnu grupu A = (V, 4+, 0) ovog vektorskog prostora; prema prethodnom vazi

A" = A zasven € N. &

Napomena Primetimo da i bilo koja algebra oblika AY zadovoljava uslove zadatka (A
Jje neka netrivijalna algebra.) Ovakva algebra je uvek neprebrojiva (tacnije, bar kardinal-
nosti kontinuuma), dok je u relenju dat primer prebrojive algebre sa trazenom osobinom.

1.18 Izomorfizam je funkcija f: A — A definisana sa f({z,y)) = (y, =}. &

1.19 Iskoristite reSenje prethodnog zadatka da bi pokazali da svakoj bijekciji f: N — N
moze da se pridruzi hy € AutAYN, tako da je pridruzivanje f — hy bijekcija. &
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Napomena Prema prethodnom zadatku, prsten realnih nizova RY ima bar 2%° auto-
morfizama. Dokazimo da automorfizama ima upravo 2%°. Neka je V vektorski prostor
dimenzije No nad poljem R; imamo |AutRN| = |AutV| = [{E = (ei|e; € V,i € N)| skup
E ¢ini bazu za V'}| (jer za datu bazu B vektorskog prostora V i f € AutV skup f(B) je
baza od V, a ovako se moze dobiti svaka baza od V). Odredimo broj baza od V. Vektor
e; (1 € N) biramo iz skupa RY; dakle postoji 2%° moguénosti. Prema tome, razli¢itih
nizova {e; | e; € V,i € N} vektora ima Hi<ND
bi konstruisali tacno 2%° baza, primetimo da su za fiksiranu bazu E = {ei|i € N) se baze
E, =({(re;|i € N) (zar € R) razlicite. Ovim je dokaz zavrsen.

2% — 9% pa i baza ima najvise toliko. Da

1.20 a. Neka je A = {a;|71=1,2,...,n}, definisimo operaciju o tako da vazi

Jasno je da svaka podalgebra koja sadrzi a; sadrzi i a;41, aiy2, kao 1 sve ostale elemente
skupa A. b. Neka je A = {a;|¢ € N}, operaciju o definiSemo sa a; © a; = @;ysgn(14i—j)
za sve 1,5 € N. ¢. Neka je A algebra prebrojivog jezika L. Naéi ¢emo podalgebru algebre
A koja je najvise prebrojiva. Izaberimo element a € A. Na osnovu Teoreme 1.9.8 imamo
[{{a}}a| < No, dakle ({a})a je prava podalgebra algebre A, ¢ime je dokaz zavrsen. O

Napomena Ambicioznijem ¢itaocu savetujemo da izvede direktan dokaz tvrdenja pod
c. direktnom konstrukcijom podalgebre {({a})a kao unije prebrojivog rastuéeg niza pre-
brojivih skupova. Ovakve konstrukcije se éesto sre¢u u Teoriji modela i Teoriji skupova.

Napomena Postavlja se i sledeée pitanje: da li svaka bekonacna algebra ima pravu po-
dalgebru iste kardinalnosti? Negativan odgovor na ovo pitanje je 1975. godine dao izraelski
matematicar S. Shelah koji je konstruisao grupu kardinalnosti X, bez prave neprebrojive
podgrupe. Ovakve grupe (algebre) nazivamo Jéhnsonovim.

1.21 Neka je G = (G, +,—,0) generisana elementom e. Definis§imo preslikavanje
[:Z — G sa f(1) = e. Ako definiSmo f(n) za ostale n € Z kao u Primeru 1.9.2-1,
dobijeno preslikavanje ¢e biti homomorfizam. Posto je grupa G generisana elementom
e, preslikavanje f je na. DokaZzimo jo§ i da je f 1 — 1; ukoliko ovo nije ta¢no, postoje
m,n € Z takvi da je f(m) = f(n). Bez gubitka opstosti pretpostavimo da je m > n, dakle
fim—n)=0,t. ete+---+e= 0%. Iz ovoga sledi da grupa G ima kona&no mnogo
N—_— ———
m—n puta

(najvise m — n) elemenata, sto je kontradikcija. Ovim je dokaz zavrSen. &
1.22 Dokazimo prvo sledeéu varijantu Primera 1.9.2-2:

Svaka konac¢no generisana podgrupa aditivne grupe celih brojeva je generisana jednim
elementom, i prema tome izomorfna aditivnoj grupi celih brojeva ili trivijalnoj grupi.

Dokaz Dovoljno je dokazati da tvrdenje vazi za podgrupe generisane sa dva elementa,
recimo m i n. Pretpostavimo bez gubitka opstosti da bar jedan od brojeva m i n nije 0.
Na osnovu Bézoutove teoreme,

NZD(m,n) = min({zm + yn|z,y € Z} N N+) = min({m, nyz N N+).

Dakle, {m,n)z = (NZD(m,n))z. Ova grupa je beskona¢na posto je NZD(m,n) # 0, i po

prethodnom zadatku je izomorfna grupi Z.
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Vratimo se na tvrdenje zadatka. Primetimo da za sve 21, 2 € () vazi

ny ! ng
z
x7y7€Z} = {
nins

z € (NZD(m1n27m2n1)>z} = {

m; mo rming + Yymaon
——) == z € {ming, man1)z
Q

b
ny N2 nin2
{ z
nins

<1\IZ]:)(177,17’Z27 m2n1)>
Q

NZD(min, mons )

nins

e}

nins

Dakle, svaka kona¢no generisana podgrupa grupe Q je generisana jednim elementom, i
prema tome je izomorfna grupi Z ili je trivijalna.

Grupa Q nije izomorfna grupi Z.

Dokaz Jednacina 2z = 1 ima reSenje u 7, ali nema resenje u .

Posto je svaka netrivijalna konaéno generisana podgrupa grupe Q izomorfna sa Z, a
grupa Q nije izomorfna sa Z, dokaz je zavrsen. &

1.23 Neka je X kona¢an skup takav da je A = (X)a. Dokazimo prvo da je algebra A
prebrojiva. Po Teoremi 1.9.9 imamo|A| = [{X)a| = max{o,|L|,|X|}. Po Teoremi 1.9.1
svaki endomorfizam f € EndA je jednoznaéno odreden restrikcijom f [ X. Ali razli¢itih
funkcija g: X — A ima ta¢no koliko i nizova duzine |X| koji se sastoje od elemenata skupa
A; posto je X konalan, takvih nizova ima No, dakle |EndA| < R, s obzirom na injenicu
da ne mora svaka f: X —+ A da bude prosiriva do endomorfizma. &

Napomena  Primer algebre A = {X)a takve da je skup generatora X minimalan, ali
postoji preslikavanje f: X — A koje nije prosirivo do endomorfizma je, recimo, A = (Z,+)
i X = {1, —1}; preslikavanje f je definisano sa f(1) = f(-1) = 1.

1.24 Neka je X = {z1,22,...,2n} konacan skup takav da je A = (X)a, i neka je
P skup svih pravih podalgebri algebre A koje sadrze B ureden inkluzijom. Primetimo
da je P # 0 jer B € P. DokaZimo da je ovaj parcijalno ureden skup zatvoren za unije
lanaca. Neka je (B;,i € I) rastu¢a familija elemenata skupa P. Pretpostavimo da je
B = Uie] B; = A. Dakle X C B’; neka je m; minimalan ¢ € [ takav da je 2; € B, .
Oznacimo broj max{m;|i < n} sa m, tada je X C By, dakle i A C By, $to je u
kontradikciji sa pretpostavkom da je B,, prava podalgebra. [J Primenom Zornove leme
dobijamo trazenu maksimalnu pravu podalgebru. &

1.25 U resenju zadatka koristi¢emo sledeée ¢injenice koje se odnose na podskupove
skupa realnih brojeva R:

1. Za Borelove podskupove realne prave vazi Kontinuum hipoteza (M. Suslin), naime ako
je X C R Borelov, onda je X najvise prebrojiv, ili je X moéi kontinuuma. Specijalno,
ukoliko je X zatvoren, ili otvoren, ili je prebrojiva unija zatvorenih poskupova (tj. X je
Fy), ili je prebrojiv presek otvorenih podskupova (tj. X je (35 skup) od R, onda vazi
|X| < R, ili |X|=2%. O

2. Kantorov trijadski skup K je zatvoren podskup od R moéi kontinuuma. (Podseéamo
¢itaoca da je K skup svih realnih brojeva x € [0,1]r, koji zapisani u brojevnom sistemu
sa osnovom 3, dakle pomocéu cifara 0, 1, 2, imaju u zapisu jedino cifre 01 2). O
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3. Neka je na X prebrojiv skup. Tada je 2% = K (). 2% je homeomorfan prostoru K);
ovde je uzeta diskretna topologija na 2 (2 = {0,1}, v. 3. Poglavlje), K je Kantorov
trijadski skup, dok je na 2% uzeta proizvodna (Tihonovljeva) topologija. [

Radi jednostavnije notacije, pretpostaviéemo da je A = (A, -) grupoid; dokaz za proizvoljnell
prebrojive algebre tece na slican nacin. Neka je F skup svih preslikavanja (karakteristi¢nih
funkcija) & : A? — 2, koja zadovoljavaju sledeée uslove:

(1) Va,a’,b,b" € A (k(a,a’) =1AkDV)=1=k(a-b,a’ -b)=1),
(2) Va,a’,b e A (k(a,a’) =1Ab#a= k(b,a')=0),
(3) Vbe Ada € A k(a,b) =1.

Ako je f € AutA, neka je ky : A2 — 2 definisana pomoéu kys(a,b) = 1 akko b = f(a),
a,b € A. Tada nije tesko proveriti da ky zadovoljava uslove (1), (2), (3), kao i da razli¢itim
automorfizmima f i f' odgovaraju razli¢ite funkcije ks i k;+ (ako, na primer, f(a) =b #
f'(a), onda ky¢(a,b) = 1, dok ksi(a,b) = 0). S druge strane, ako k € Fi1 f: A — A
je definisana pomoéu b = f(a) akko k(a,b) = 1, a,b € A, onda f € AutA. Dakle, za
¢ f— ky, f € AutA, vazi ¢ : AutA %} F,pa (4) |AutA| = |F|. O Neka su Fy, Fo i

Fs skupovi funkcija k : A% = 2 koje redom zadovoljavaju uslove (1), (2) i (3). Tada:
Fi= ﬂa,a',b,b'eA({k € 24 | k(a,a’) = 0}
U{k €27 |k(b,b') =0} U{k € 2*" |k(a-b,a-b') = 1})
Fo = Naweal{k €2% [k(a,a') =0} U ngé{k €2 |k(b,a’) = 0})

Fs = Nyes Uneath €247 | k(a,b) =1}

Neka je na 24% definisana Tihonovljeva topologija, gde je na 2 uzeta diskretna topolo-
gija. Tada je skup {k € 947 |k(a,b) = a}, a,b € A, a € 2, otvoren i zatvoren, s obzirom
na definiciju proizvodne topologije, 1 da su {0} i {1} otvoreno-zatvoreni podskupovi u 2.
Dakle, F1 1 F2 su zatvoreni, dok je Fs prebrojiv presek otvorenih skupova, pa kako je
F = Fi NF2N Fs, onda je F neki Gs podskup u 2%. Prema tvrdenjima 2. i 3. moZemo
uzeti da je onda F prebrojiv presek otvorenih podskupova realne prave; dakle, prema
tvrdenju 1. vazi |F| < Ro ili |F| = 2%°. Prema (4) onda sledi tvrdenje zadatka. O

1.27 (Uporediti sa Posledicom 3.1.28.) Tvrdenje dokazujemo matemati¢kom induk-
cijom. Za n = 1 imamo p; = (8)]30 = 1, §to je tacno. Pretpostavimo da tvrdenje vazi
zan = k, 1 da Je A skup sa tacno k + 1 elemenata. Fiksirajmo element a iz A. Neka
je ~ relacija ekvivalencije skupa A, definisimo A’ = A\ [a] = {# € A|z + a}. Relacija
~ je jednoznaéno odredena skupom A’ i restrikcijom ~' relacije ~ na A’, koja je takode
relacija ekvivalencije, takode svakom takvom paru (A, ~1) odgovara jedinstvena relacija
ekvivalencije ~ skupa A. Dakle, relacija ekvivalencije skupa A ima koliko 1 ovakvih parova;
skup A’ C A sa ta¢no i < k elemenata moZemo izabrati na taéno (l:) nacina, i na svakom
takvom skupu ima taéno p; relacija ekvivalencije. Iz ovoga sledi pry1 = Zf:o (?)p,’, ¢ime

je tvrdenje dokazano. [ Prema Posledici 3.1.28 vaZi p1oo = 2100 si00

i1 Si s gde su s Stirlin-
govi brojevi 2. vrste. U programskom jeziku Mathematica ova ¢injenica zapisuje se ovako:
Sum[StirlingS2[100,i],{i,100}], sto daje rezultat:
4758539127676483365879076884138720782636366968682561146661633463755

9114497892442622672724044217756306953557882560751 &

1.28 Neka je ~ kongruencija prstena celih brojeva, i neka je n = min{k € N |k ~ 0}.
Dokaza¢emo da je # =, y akko x ~ y. [ Neka je z =, y. Tada za neki ceo broj
kvazi o = y+ k-n, pajJe x ~ y. Neka su # ~ y takvi da nije * =, y; neka je
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z = min{k > y|k =, z} (ovaj skup je po Arhimedovoj aksiomi neprazan). Tada je
0 < z—y < nivazi mz implikacija z =, ¢ = 2~ => 2~y = z—y ~ 0, §to jeu
kontradikciji sa definicijom broja n. &

1.31 Imamo pog # gop & Jz,y(Fz(zpz A zqy) AVz—(vqz A zpy) & z(poq)y A
—(y(p o )z & relacija p o g nije simetricna. O Lako se proveri da ostale osobine relacije
kongruencije vaze i bez uslova pog=gqo p. &

1.32 a. Dokazujemo netrivijalan deo ekvivalencije. [1 Pretpostavimo y < z, gde
y,z € A. Prema Zadatku 1.9.d, u proizvoljnoj mrezi vazi (x Vy) Az > (x Az)V (y A 2),
§to uz uslov y < z daje (¢ Vy) Az > (¢ Az) Vy. Odatle, uz pretpostavku zadatka, sledi
(xVy)Az = (zAz)Vy. b. Za date kongruencije p, ¢, r algebre A proveravamo modularan
zakon: ¢ Cr = (pog)Nr C (pNr)ogq. Nekasu a,b € A takvi da je (a,b) € (pog)Nr.
Tada za neki ¢ € A vazi apcicgb, kao i arb. S obzirom na ¢ C r, onda ¢rb, odnosno
bre. Izarbibresledi arc; prema tome a(p Nrje, tj. (a,b) € (pNr)ogq. &

1.33 Dokazujemo samo d., iz ¢ega slede preostala tri tvrdenja (proveriti!). [ Re-
fleksivnost sledi iz (i), a simetri¢nost iz simetri¢nosti same definicije. Ako je f ~ g i
g ~ h, onda je {i € N| (i) = h(i)} > {i € N|f() = g(i)} U{i € N|g(i) = h(i)},
pa f ~ h sledi iz (iii) i (ii). O Primetimo da se (iii) indukcijom lako dokazuje da je
skup § zatvoren za konacne preseke. Neka je F' n-arni funkcijski simbol, i neka je f; ~ g;
(1=1,...,n). Neka su skupovi D; C N definisani sa D; = {k € N| fi(k) = gi(k)}. Tada
imamo {k € N|F(fi(k),..., fn(k)) = F(a1(k),...,gn(k))} D ﬂi<n D; € 8, i na osnovu

(i) dokaz je zavrsen. &
2. ALGEBRE SA RELACIJAMA

2.1 Formule jezika L su kona¢ni nizovi simbola iz skupa L, = LU VarU{(, ), ,} U{=
.V, A, =, &, 3,V dakle ||L)| < max{|Li1],Ro} = max{|L|, o} &

2.3 Neka su ¢,y,2 € X. Tadaes < yAy< e sz < yAzx>yAhecfty—a=
y Az #y, §to je kontradikeija; dakle imamo —(z < y Ay < x), §to je logi¢ki ekvivalentno
sar<y—wy<z. JAkojex <yAy<z,ondajexr <yAy<ziz<z; akovailz =z
imamo = < y A y < x §to je u kontradikeiji sa prethodnim, dakle z < 2. Dz <'y & 2 <
yVe=y& (r<yAz#y)Ve=y& (e<yVe=yAlz£yVe=y)Sz<y. ¢

2.4 Dokazacemo samo aksiomu regularnosti. Za x € V defini§imo rang elementa z
sa rang(z) = min{n € N |z € V,}. Skup sa desne strane jednakosti je neprazan, i po
principu najmanjeg elementa rang(z) je dobro definisan. Ako je & € V,41 onda su svi
njegovi elementi u Vy,; dakle y € & — rang(y) < rang(z). O Ako je skup & € V neprazan,
tada je i skup {rang(y)|y € z} neprazan i ima najmanji element m. Neka je y € & ranga
m, tada z € y = rang(z) < m = -z € x, ¢ime je dokaz zavrien. &

2.5 Dokaz izvodimo indukcijom po sloZenosti formule ¢. Ukoliko je formula ¢ oblika
t1 = t2 za neke terme ¢, 1 t2, tvrdenje se svodi na ¢njenicu da homomorfizmi ¢uvaju
algebarske zakone, a ukoliko je ¢ oblika R(¢1,...,t,) za neki n-arni relacijski simbol R,
tvrdenje se svodi na definiciju homomorfizma. [ Ako je ¢ = ¢ V8, onda ako A |= ¢ onda
Al=¢yVl paAREyili AE6;dakle Bl=v ili B =46, i konatno B = ¢ V 8, drugim
re¢ima, B |= . O Ako je ¢ = Jz¢, onda A |= ¢, pa A |= Jxy(z), i postoji a € A takav
da (A, a) = ¢(a); tada (B, h(a)) = ¢ (h(a)), pa B = 3z¢(z) i B |= ¢. Ostali slucajevi se

dokazuju na slican naéin. &
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Napomena Vazi i obrat ovog tvrdenja; dokaz se izvodi metodom koriséenim u Teore-

mi 2.3.15.
2.6 Teorija ove klase je AbU{VyIrn -z =y|ne Nt1 &

2.8 Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji nije linearno ureden. Po Teoremi 2.3.6
postoji linearno uredenje <’ domena A koje prosiruje <. Tada za h uzmimo identi¢ko

preslikavanje modela A = (A, <) na B = (A4, j’), o

Napomena Mogudée je naéi modele A i B koji ispunjavaju uslove prethodnog zadatka
iizomorfni su. Uzmimo A = (N x N, <), gde je < definisano sa (mg,ng) < (my,n,) akko
m = mg Ing < ni. Definisimo f: A — Asa f(2m,n) = (m,2n) i f(2m+1,n) = (m, 2n+1).
Tada je f: A — A bijekcija i homomorfizam, ali nije izomorfizam.

2.10 a. Posto su svaka dva prebrojiva gusto uredena skupa bez krajeva izomorfna,
dovoljno je da nademo broj automorfizama strukture (@ x @, <), gde je (p1,q1) < (p2,92)
akko je pr < p2 ili p1 = p2 1 q1 < ¢z (takozvano leksikografsko uredenge). Svakoj funkciji
f:@ — {0,1} pridruzimo f*:@Q x @ — @ x Q definisanu sa f*(p,q) = (p,q¢+ f(p)). Lako
se proveri da je f — f* injekcija skupa 2{0,1} u skup Aut(Q x @, <), &me je dokaz
zavrien. [ b. Neka je f € Aut(Q(v/2),+,<,0)i m/n € Q; tada jen-m/n =m -1 =
nf(m/n) =mf(1l) = f(m/n) = m/nf(1l) (Primetimo da je f(1) > 0, posto je f rastuce
preslikavanje). Slicno se dobija i f(p + ¢v/2) = pf(1) + ¢f(v/2). Preostaje samo da se
dokaze da je f(v/2) = v2f(1). Pretpostavimo da je v2f(1) < f(/2) (drugi slucaj se
dokazuje analogno); tada postoje r,s € @ takvi da je V2f(1) < s = f(r) < f(v/2). Na
osnovu leve nejednakosti imamo v2f(1) < rf(1) = /2 < r, a na osnovu desne r < /2,
sto je kontradikcija. [ c. sledi direktno iz b. &

2.11  Nekaje f € Aut(R,+,-,0,1); imamo f(p) = p zasve p € @ (videti resenje zadatka
2.10 b.). Dokaz da je f(a) = af(l) = a za a € R\ @Q je identi¢an sa dokazom da je
f(v/2) = v2f(1) u 2.10 b. Dakle, jedini automorfizam je identicko preslikavanje ir. <

Napomena  Tvrdenje prethodnog zadatka vazi i ako posmatramo neuredeno polje re-
alnih brojeva (R, +,,0,1), jer se uredenje moze definisati sa ¢ < y < dzz + 22 =y

2.12 Neka je T teorija klase M, & beskonacan kardinal, C' = {c¢; |4 € x} skup novih
konstantnih simbola (tj. simbola koji se ne pojavljuju u jeziku teorije T), Tc = {ci #
cjli,j €k,i# 3} 1T =T UTc. Dokazimo da teorija 7" ima model. Bilo koji konagan
podskup S teorije 7' je oblika St U S¢, gde je St C T'i S¢ C Tc. Al u skupu S¢
se pojavljuje samo konaéno mnogo konstanata iz C, a u svakom beskonaénom modelu
moZemo naéi n razli¢itih elemenata; dakle, bilo koji beskonaéan A € 9 je model za S.
Po Stavu kompaktnosti (2.3.4) teorija 7’ ima model i ovaj model je kardinalnosti > x. O
Posto postoji beskona¢no polje (recimo Q), tvrdenje direktno sledi. &

Napomena Pretpostavka prethodnog zadatka se moze i oslabiti na: “ON je aksiomatska
klasa koja ima modele proizvoljno velike konac¢ne kardinalnosti”. S druge strane, moze
se izvudi I jaéi zakljucak: “klasa M ima model svake beskonac¢ne kardinalnosti > |T|”
(uporediti sa Napomenom posle resenja zadatka 1.20.)

2.13 a. Pretpostavimo da je T' skup aksioma za teoriju cikliénih grupa. Na osnovu
prethodnog zadataka postoji neprebrojiva cikli¢na grupa; ali svaka ciklicna grupa moze
da ima najvise prebrojivo mnogo elemenata — kontradikcija. [ ¢. Pretpostavimo da je
T teorija dorog uredenja. Neka je C' = {ci|¢ € N} skup novih konstantnih simbola, i
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T'=TU{c; <cj|i>je€ N}. Ako je S konacan podskup teorije T, onda vazi (w, <) |= S
jer u (w, <) postoji opadajuéi niz proizvoljne konaéne duzine. Dakle postoji model teorije
T': ovaj model je dobro ureden i ima beskonaan opadajuéi niz, §to je kontradikcija. ¢

2.14 Dokazimo prvo sledeée tvrdenje:

Ako jeh C 1> C ... (1 € N) niz teorija prvog reda takav da za svako 1 € N postoji model
A; takavda A; |ET; i A; £ Tit+1, onda teorija T = UieN T; nije konac¢no aksiomatska.

Dokaz Pretpostavimo da teorija T ima konacan skup aksioma S. Neka je ¢ teorema
teorije T'; tada (prema definiciji dokaza u predikatskom ra¢unu prvog reda) postoji konacan
skup formula Fy 1z T takav da je ¢ dokaziva iz Iy; ovaj konacan skup je sadrzan u nekom 73
— oznacimo najmanji takav i sa i(¢). Neka je i(S) = max{i(¢)| ¢ € S}; tada je S C Ti(sy,
i A; = S. Al A; nije model teorije Tj(5)41, 5to je kontradikcija. [ c. lIskoristi¢emo

re¢enicu T, = Jr1,...,Tn /\i,j<n xn # x; koja je zadovoljena taéno u modelima koji
£

imaju bar n elemenata. Uzmimo za T, teoriju GpU {7 |7 < n}, za A,, ciklicku grupu reda

n 1 primenimo tvrdenje. &

2.15 Iskoristiti pomoéno tvrdenje iz reSenja zadatka 1.14 1 ¢injenicu da Ty C Tz =
M(71) D M(T2). O Neka je T(M) = {¢ | A |E ¢ za svaki model A € M}. Tada je trazeni
skup aksioma 7' = UieN T(M;). Svaki kona¢an podskup od T'ima model, pa prema Stavu
kompaktnosti 7" ima model, dakle klasa 901 je neprazna. &

2.16 Koristeéi reCenice 75, iz refenja zadatka 2.14 imamo |[A| = n = A | 7 A 77ny1
povladi B |= 7, A =741 = |B| = n, dakle A i B imaju isti broj elemenata. Vazi i sledece:

Za svaki a € A postoji b € B takav da su modeli (A, a) i (B, b) elementarno ekvivalentni.

Dokaz Pretpostavimo da ovo nije ta¢no. Tada za svaki b € B postoji formula ¢s(2z)
takva da (A, a) |= ¢s(a) i (B,b) E —¢u(b). Neka je ¢(x) recenica Jz /\beB ep(x). Tada
A |E ¢ 1 B |= -, sto je kontradikcija.

Neka je A = {a1,...,an}. Primenjujuéi tvrdenje redom na modelima A i B, (A, a;)
i (B,by), (A,a;,az) i (B,by,b2) ... dobijamo niz (bi,...,b,) takav da su modeli
(A,a;)iz1,...n 1 (B,b;)iz1,..n elementarno ekvivalentni. Preslikavanje f: A — B defi-

nisano sa f(a;) = b; (1 =1,...,n) je izomorfizam; proveru prepustamo ¢itaocu. &

2.17 Pretpostavimo da se od nejednakosti u sistemu S javlja samo >. Dodavanjem
novih nepoznatih, S je ekvikonzistentan sistemu S’ nad poljem Q - konjunkciji nekog
sistema linearnih jednacina S1, i nekog sistema linearnih nejednac¢ina S» vida z; > 0. [
Skup regenja R sistema S’ je konveksan: ako a,b € R onda za «,8 € R, a + 8 = 1, vazi
aa+ ab € R. O Najzad, iskoristiti njenicu da je @™ gust u R™ zan € N*. &

2.18 Neka je M = (M,®,®) algebra kvadratnih matrica reda n nad poljem F =
(F,+,-,0,1) (simboli @i ® oznacavaju respektivno sabiranje i mnozenje matrica). Uzmimo
jezik Ly = {e, fi; |1,7 = 1,...,n}, gde je o binarni, a f;; unarni operacijski simboli, takvi
da e: F' x M — M (odgovara mnoZenju matrice skalarom), a fi;: M — F (ovde je fi;(M)
element i-te vrsti i j-te koloni matrice M) za sve 1, j. Aksiome su aksiome polja za F i (za
sve 4,5 < n):

i fijlae M) =a- fi;(M),

i, fij(M®N) = fi;(M)+ fi;(N), i
il fi(MON) =3, fu(M) - frj(N).
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Ovo su, u stvari, definicione sheme za matriéne operacije, i (M, F, o, fi;); j<n je trazena

dvodomenska algebra. &
3. BROJEVI

3.3 a. Dokazimo tvrdenje indukcijom po @. Ukoliko je # = 0 imamo y = 04+ y =
0+z==2 (Videti Primer 3.1.6.) Ako tvrdenje vazi za fiksirano x, onda &' +y =2+ 2 &
r+y =x+2 &z =y (tvrdenje z + y' = 2’ + y je dokazano u Primeru 3.1.6.) &
3.4 Dokaza¢emo samo antisimetri¢nost. Primetimo da na osnovu zadatka 3.3 a. 1
komutativnosti sabiranja imamo @ + z = z akko je z = 0. Imamo z < yAy < x =
et e+z=yAy+t=c=>Atez=(z+2)+t=24+:z+t)=>2z=t=0=0=y.
3.6 Neka je M =FPA. Definisemo f: N — M sa f(0) =01 f(n') = f(n)" &

Napomena Kazemo da je element nestandardnog modela Formalne aritmetike standar-
dan akko je sadrzan u pocetnom komadu modela izomorfnom sa N, dok su nestandardni
elementi svi ostali (beskonac¢ni) elementi.

3.7 a. Neka je ¢ novi simboli konstanti, i neka je P skup prostih brojeva. Teorija T
je data sa T'= FPA U {z|c : &+ € P} (ovde z|c oznatava formulu Jyzy = ¢). Na osnovu
Stava kompaktnosti ova teorija ima model, a ovaj model mozemo izabrati tako da bude
prebrojiv (videti napomenu posle reSenja zadatka 2.12.) O b. Zadrzimo oznake iz a. Neka
je X C PinekajeTx = FPAU{z|c : € X}U{—z|c : © ¢ X}. Teorija Tx ima prebrojiv
model A. Skup svih standardnih (videti resenje zadatka 3.6 1 Napomenu) prostih brojeva
koji dele ¢* je upravo X. (Primetimo da je X pravi podskup skupa {z € A|A = z|c};
takode ¢ nije jedinstven broj ¢iji je skup standardnih ¢inilaca upravo X — recimo I ¢
ima tu osobinu.) Neka je a nestandardni element modela aritmetike A; oznafimo sa xXa
skup {p € P| A |= pla}. Pretpostavimo da ima x < 2%° neizomorfnih prebrojivih modela
aritmetike; tada razlicitih skupova X C P takvih da je X = X za neke ¢ i A ima najvige
No -k = 1 < 2%, dakle postoji skup X koji nije oblika X ni za jedan par a, A. Ovo je
kontradikcija, ¢ime je dokaz zavrsen. &

3.8 Neka je a = (z,y)x in =z +y. Tada jea = ("jl) +z, pa je (posto je 0 < z < n)

n?+n—2a<0in?+3n—2a>0,iimamo (=34+V94+8a)/2<n<(-14++/1+8a)/2.
S druge strane, ozna¢imo f(a) = (—14++/1+8a)/2 — (-3 ++v/9+8a)/2 = (24 /14 8a —
V9 + 8a)/2; funkcija f(a) je rastuéa, f(0) = 01 limayoo f(a) = 1, dakle f(a) < 1 za
sve a > 0. Prema tome, 2 +y = n = [(-=3+/9+8a)/2] = [(-1+ v1+8a)/2], i

x:“_(njl):a—(07">K7y=n—x:n—a+("jl):<n70>K_a. o

3.10 Neka je f: A — B x C definisana sa f(x) = (fi(2), f2(z)), neka je g: N x A x
B x C — B x C definisana sa g(n,z,y,z) = (g1(n,2,y,2),92(n,z,y,2)). Tada na os-
novu Teoreme rekurzije postoji jedinstvena funkcija h: N x A — B x (' koja zadovoljava
uslove h(0,z) = (h1(0,2),h2(0,2)) i (uz neformalniju notaciju koja olaksava citljivost)
hy+1,2) = (g (y, 2, h(y,x)),g2(y, =, h(y,z))). Iz ovoga sledi jedinstevnost i egzistencija
funkcija hi 1 he. &

3.11 Pretpostavimo da je ¢(z) aritmeticki iskaz koji daje kontraprimer za tvrdenje
zadatka. Tada postoji n € N takav da —¢(n). Neka je m = ming{k > n|d(k)} (posto je
skup {k | #(k)} beskonacan, m je dobro definisan). Tada (na osnovu pretpostavke zadatka)
vazi ¢(m — 1), dok prema definiciji boja m vazi —¢(m — 1) — kontradikcija. &
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3.12 Dokazimo tvrdenje primenom regresivne indukcije (zadatak 3.11). Neka S(k)
oznacava tvrdenje “Jensenova nejednakost je tacna za n = k” Ako vaZi S(n), onda za sve
Z1,...,%2n € R imamo

(% Z?:l ri+ %Zfznﬂ x,)
f 2

IN

(F (320 o) + £ (55740 20)
<% Z;;l T + %Zfznﬂ f(xl)) = W7

dakle vazi i S(2n). Posto je S(1) tacno, imamo da S(k) vazi za beskonac¢natno mnogo
prirodnih brojeva. [0 Pretpostavimo da vazi S(n + 1); tada je

P w) = 1 (3 (T e+ £ 00 0)
< oy (S S + 3T Se) = 5 3 1)

Na osnovu regresivne indukcije S(n) vazi za sve n € N. [ Iskoristiti Jensenovu jednakost

sa f(z) =1In(xz). &

3.13 Oznacimo sa P skup svih prostih brojeva. Neka je n prirodan broj, definisimo
funkciju f: P x N — N sa f(p,n) = max{k : p¥|n}. Sada iskoristimo Osnovnu teoremu
aritmetike; imamo

f(p,NZD(a, b)) = min(f(p,a), f(p,b)) i f(p, NZS(a,b}) = max(f(p,a), f(p,b))

za sve p € P. Prema tome, f(p,NZS(a,b)NZD(a,b)) = f(p,ab) za sve p € P; ponovnim

koriséenjem Osnovne teoreme algebre zavrsavamo dokaz. &

3.14 a. Ako je matrica A = b imamo A" = Fatr o fn i g1 oo — fr =
1 0 fn fn—l

det A™ = (det A)" = (—1)". &

3.15 a. Na osnovu formule 3.1.39 imamo
n _ L 7 _ _ 7
2= L (1499 - (- v8))
) <Z> (V5" - (—1)kﬁk)) —e Y <Z>5<k—1>/2.

1 ( -
\/5 kE2N+1

k=o

p!
Tkl p— k)
imeniocu p ne figurise kao ¢inilac), i, prema Maloj Fermaovo] teoremi, 27~! = 1modp,
gde je p > 2 prost broj. &

b. Sledi iz a. i ¢injenice da p|<Z> za svaki prost broj p (posto je (Z) au
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3.17 g. Resenje ovog zadatka daje opsti metod za nalazenje slicnih suma. Neka je
€ = cos ?ﬂ + ¢sin —ﬂ, dakle €® = 1. Definisimo cele brojeve An, Bn i Cyn sa 14+e" =
Aot Boe O ke A = () + () + () 4o Bo= () () () oo
10, = (g) + (Z) + (;) + .... Takode je (1 + e)""’l = (1+¢)(An + Bre + Cne2) =
(A + Cp) + (Bn + An)e + (Cn + By)e?, u matricnom zapisu
An-l-l An 1 1 0 1
Buj1 || =M || B || =M™ |0, gdeje M =11 1 of.
Cri1 Ch 0 0 1 1
Metodima linearne algebre nalazimo da je M™ jednako
2"—1—2cosng—7r 2"—cos%—\/§sinng—7r 2"—cosng—ﬂ—|—\/§sin%
% 2"—cos%+\/§sin% 2"+2cos% 2"—cosng—ﬂ—\/§sin%
2"—cos%—\/§sin% 2"—cos%—l—\/gsin%r 2"—1—2cosng—7r
Iz ovoga se dobija
% (2" + 2 cos ng—ﬂ)
An nmw nmw
B.l|l = (2" — cos — + \/?;sin —) , 1 konac¢no
C 3 3

W~ Wl

(2" — cos ng—ﬂ —/3sin %)

()+(5)+(3) 4 =5 (oo B Va2 = L (200 525) o

3.18 Dokaz izvodimo indukcijom po m. Za m = 1 formula se svodi na x = z.
Pretpostavimo da je formula ta¢na za m; imamo

m+1 n m—1 n
(Z -Tk) = (Z e+ (zm + $m+1))

k=1 k=1

!
n. k Ep— k
= g W$11~~~$,,:n_11($m+$m+1) ™
1Y Rm!

Em
_ n! R pFme km! i ghmi
D DR o oo L SRR Zi!(km—i)! m¥mt1
Bit-tkm=n i=1

km
. Z Z n! km! .’Ekl ka_lxi ka—i
Bl kol Nk, —g)l L T mml BT

kit tkm=n i=1

!
_ n ki Em41
= > Tl kmgpl L m ¢
Eitothkmpr=n
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3.19 Skup svih polinoma stepena < n nad poljem R deljivih sa z ¢ini vektorski prostor.
Jednu bazu ovog prostora ¢éni skup Ey = (z,...,2"), adrugu E» = {z,z(z —1),..., x(")>.
Na osnovu Posledice 3.1.31, matrica A je matrica prelaska sa F> na Fi, dok je na osnovu
definicije Stirlingovih brojeva prve vrste B matrica prelaska sa baze E na bazu F»; dakle
A - B je matrica identickog preslikavanja. &

3.20 a. Na osnovu Posledice 3.1.31 imamo " = Z?:o sPz). Primenom linearnog

operatora A" (Definicija 3.1.34) na ovu jednakost dobijamo Akgn = Zn ?Akx(i) =

t s
. =0
?:k stk —1)...(k—1+ l)x(k_’). Zamenom ¢ = 0 dobijamo A*Q" = sTk!, i s7 =
1 kEnn
FA 0 . D

b: Primetimo da je (1+2)" = Zn (")x" iz =((142)-1)" = Zn (—1)"_i<?)(1+x)i.

=0 \¢ =0

Za vektorske prostore L(z,...,2") 1 L(z 4+ 1,...,(x +1)") matrice A = || (7) ||1<i e |

B= || (—1)"_i (7) ||1§i,n§m definigu linearne operatore &ija je kompozicija identi¢ko presli-

kavanje, i imamo da su A i B uzajamno inverzne. [0 Neka je k7 = |{f| f: n—=%k}|; imamo

da je ki, = klsj, (Posledica 3.1.29). Takode je

n' =S fin =k} = [ J{F1Fin = K, Jeodom(£)] = i} = > <"> kP

i=1 =1

Posto su matrice 4 1 B uzajamno inverzne dobijamo jednakost k" = " (—l)i_j (")J"

J=1 J
(kao u zadatku 3.19), i kona¢no sj, =

% " (—l)i_j (")J" 1 ¢. Brojevi sa leve i desne
! =1 J
strane jednakosti predstavljaju broj particija skupa sa n+ 1 elemenata na k + 1 delova.

3.23 Posmatrajmo niz brojeva 10,107, .. ., 10"+ i niz ostataka r1,..., 24 dobijenih
pri deljenju ovih brojeva sa n. Medu tim ostacima ima n jednakih (Dirigleov princip), neka
su to ri,,...,r;,. Tada je broj 22‘;1 10 deljiv sa n. &

3.26 U resenju koristimo ¢injenicu da je zapis broja u sistemu sa osnovom 4 jedinstven.
a. Ukoliko je n = 4% + 4% + 4° 4+ 4% i vazi a < b < ¢ < d, broj n mozemo zapisati u obliku
a; + a; (i # j) na sledeca tri na¢ina:

(%) (4°+4)+ (4 +4Y, @44+ @0+4Y, 1 (@AY + (@440,

Ako su neki od brojeva a, b, c,d jednaki, broj reprezentacija se smanjuje na 1 ili 0. [
b. Definisimo funkciju f:[N]* = r 4+ 1 sa: f(4,5) = k akko 4" + 49 € Ai. Po Ramzejevoj
teoremi (3.5.11) postoji beskonacan X C N il < r takvi da je 4449 € Ajzasvei,j e X.
Svaki broj oblika 4% + 4% 4 4¢ 4 44 (a,b, c,d su razliciti elementi skupa X') se moze zapisati
u obliku a; + a; (ai,a; € A;) na tacno tri nacina (kao u (*)). &

3.27 Evo najpre nekoliko definicija. Za familiju {A;|i € I) razli¢itih elemenata par-
cijalno uredenog skupa X = (X, <) kazemo da ¢ini antilanac ako su svaka dva razlicita
¢lana te familije medusobno neuporediva. Podskup L. C X je lanac u X ako su svaka dva
¢lana iz L medusobno uporediva u odnosu na <. Najzad, podskup L C X je maksimalan
lanac ako L nije sadrzan kao pravi podskup niti u jednom lancu od X. [

Dokazimo sledeée tvrdenje.
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Teorema Neka je A1, Az, ..., Ay antilanac parcijalno uredenog skupa (P(X),C), gde je
X skup od n elemenata; dakle A; C X ¢ vagi uslov: A; € Aj, 1 <i# j<m. Tada za

ri = |A;| vaZi nejednakost: Z 1/ <:7> <1.

=1

Dokaz Neka je C; CC) C ... C (), maskimalan lanac u P(X). Tada je |Ck| = k, 1 ako

je X ={a1,az,... ,an}, onda je C; — Ci—1 ={ayu }, 1 =1,2,... ,n, gde je p permutacija
skupa {1,2,...,n}. S druge strane, za bilo koju permutaciju ¢ skupa {1,2,...,n} i
Sk(q) = {aq1), aq2)s- - »aq(r) }» dobijamo jedan maksimalan lanac S(g) = (Sk(q) |k < n)

(So = 0). Ako su p i ¢ razli¢ite permutacije, na primer ako je ¢ najmanji prirodan broj
takav da je p(i) # q(i), onda Si(p) # Si(q), tj. lanci S(p) i S(q) su razliciti. Dakle,
maksimalnih lanaca u P(X) ima ta¢no n!.

Neka je A C X, gde je |A| = r. Tada svaki maksimalan lanac C;, 0 < 1 < n, koji
“prolazi” kroz A izgleda: Coy CCi C...CCrmi CACCr41 C...CCh.

Argumentom kao u prvom delu dokaza nalazimo da lanaca Cy C ¢y C ... C Cr_1 ima
tacno r!, dok lanaca Cy4; C ... C () ima tacno (n —r)!. Dakle ukupan broj maksimalnih
lanaca koji “prolaze” kroz A ima ta¢no r!(n—r)!. Neka je B C X neuporediv sa A. Ako je
C; lanac koji prolazi kroz A, i S; je lanac koji prolazi kroz B, onda su ti lanci medusobno
razliciti. Zaista, u suprotnom A 1 B bi pripadali istom lancu, dakle bili bi medusobno
uporedivi, suprotno pretpostavci da nisu uporedivi.

Kako su prema uslovu teoreme A;, 1 =1, ... , m medusobno neuporedivi, prema prethod-J]
nom broj svih maksimalnih lanaca koji prolaze kroz neki A; manji je ili jednak od broja
svih maksimalnih lanaca od P(X), dakle

Z ril(n —r;)! <nl!, odakle sledi tvrdenje teoreme. O

i=1

Nije tesko proveriti da za n > 2 vazi

()< (M) < <G (0 <) < < (5
$to znaci da za fiksirano n, niz (:) raste za k < [n/2], dok za k > [n/2] opada (s obzirom na

jednakost (:) = (ny_lk)) Prema tome, za bilo koji A C X, za r = |A| vazi (:) < <[n7;2]).

[J Prelazimo na sam dokaz Spernerove teoreme. Prema pretpostavci teoreme i prema
2

prethodno dokazanoj teoremi nalazimo: (1) E 1/<n> < 1, gde je r; = |A;|. Prema
ri
i=1

prethodno utvrdenoj oceni za (:), nalazimo (Z) < <[n7;2]). Prema (1) sledi k/<[n72]) <1.

Napomena Spernerova teorema daje ocenu za broj elemenata maksimalnog antilanca

u P(X). &

3.28 Da bi odredili broj D, iskoristi¢emo formulu ukljuc¢ivanja—iskljucivanja, sa A; =

{f|f je permutacija skupa n i f({) = i}. Za razlicite brojeve i; (j = 1,...,k) je
K n 3 ~ (-t

‘ﬂj:l Al = (k)(n—k)!:n!/k!. Dobijamo Dn:n!ZT. &

k=1

. 1 1 . .. .
3.29 Ako su n,m € N neka je Anm = —+ .-+ —. Oznacimo sa k najvedi ceo broj
n m
m 1 - . ..
< m—kn < 1,1 Anm nije

1 1 1 .
takav da je 7 < pg Ako je 7 < n, onda je Apm = Zi:n = 5
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ceo. U protivnom je (A =NZS(n,n+1,...,m)):

AWZZ;:Z%:%ZW

Posto je 2" jedini broj iz intervala [r, m] koji je deljiv sa 2 svi brojevi a; (i # 2%) su parni,
dok je aqx neparan. Dakle broj Z:Zn a; je neparan; posto je k > 0 broj Ay, nije ceo. §
3.31 a. Neka je 1 = max{j|[z + j/n] = [z]}; tada je []+ 1 = =z + i/n + r za neko
r €[0,1/n), pa nz = n[z]+n—1i—nr, odakle [nz] == [n[z]+n—i—nr] =nlz]+n—i—1,
jer 0 < nr < 1; s druge strane,

D le+i/m] = lw+i/ml+ Y [e4i/n] =i+ D]+ (n—i-1)(e]+1) =[] O
=0 =0 j=it1

b. Leva nejednakost je trivijalna. S druge strane imamo /z < [{/z]+11 2 < ([¥=] +
1)* = Zf:o (?)[{C/ﬂkﬂ Posto za cele brojeve m < n = m < n — 1, imamo ¢ <

E—1 —;
s (). ¢
3.33 Dokaz tece kao jedan smer dokaza Primera 3.3.11. &

3.34 Ako je Y linearno ureden skup i a,b € Y, sa (a,b)y oznaCavamo interval {z €
Y |a < & < b}; sliéno se definisu i (a,00)y ={z € Y|a<a}ii(—oo,a)y ={z €Y |z <
a}. Na primer, ako je Y = (a,b)x i ¢ € (a,b)x, onda je (¢,00)y = (¢,b)x. Ako je YV
linearno ureden skup, kazemo da je “skup Y univerzalan” ako se u njega moze utopiti
svaki prebrojiv dobro ureden skup (ili ekvivalentno — svaki ordinal @ < wi). Ako su X i
Y dobro uredeni skupovi, onda X <Y oznacava ¢injenicu da se X moze utopiti u Y kao
pocetni komad. Koristiéemo sledece tvrdenje:

Ako su X 1Y dobro uredeni skupovi, onda jeili X <Y ili Y < X.
Dokaz Neka je Xo = |J{Z C X |Z je pocetni komad i Z < Y}; tada je 1 Xo < Y (jer

se svaka dva utapanja pocetnog komada skupa X u pocetni komad skupa Y poklapaju
na preseku svojih domena). Ukoliko je Xy = X, imamo X < Y. U protivhom, neka je
zo = min{r € X |z € Xo}. Ukoliko je poetni komad Yy skupa Y koji je izomorfan sa
Xo jednak Y, tvrdenje je dokazano; u protivnom prosirujemo izomorfizam f: Xo — Y sa
f(zo) =min{y € Y|y & Yo}, dakle Xo U {x0} C Xo — kontradikcija.

Na osnovu prethodnog tvrdenja, svaka familija dobro uredenih skupova {X;|i € N} je
linearno uredena relacijom <, i moZzemo govoriti (uz primenu teoreme 2.2.5) o supremumu
ove familije — najmanjem dobro uredenom skupu Y takvom da je X; <Y za sve 1 € N.
Skup Y oznacavamo sa sup;cny Xi. [ Sledeée tvrdenje je korak ka definisanju gusto
uredenog podskupa skupa X.

Ako je skup Y univerzalan, onda postoji F(Y) =c € Y takav da su (—oo,¢)y 1 (¢,0)y
univerzalni.

Dokaz Neka je

C; ={z € Y| interval (—oo,z)y nije univerzalan}, i

Cq ={x € Y| interval (z, c0)y nije univerzalan}.
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(Uocimo da je C; pocetni, a (g zavrsni komad skupa Y'). Pretpostavimo da tvrdenje nije
tacno; dakle C; U Uy = Y. Svakom z € () pridruzimo a,; — prebrojiv, dobro ureden
skup koji se ne moze utopiti u (—oo,z)y, a svakom x € Cy pridruzimo ayq — prebrojiv,
dobro ureden skup koji se ne moze utopiti u (z,c0)y. Neka je a; = SUP,ec, Qat 1 @d =
SUD,ec, Yad; Q1 i g su prebrojivi. Posmatrajmo skup Z = ({0} xa;U{1}x a4, <rex) (0vaj
skup se oznacava i sa a;+ag, to je uredenje koje dobijemo kada na kraj a; “zalepimo” aq).
Ovaj skup je dobro ureden, i po pretpostavci zadatka postoji utapanje f: Z — Y. Uo¢imo
element ¢ = f((1, min aq)). Tada (—oo,¢)y nije u C; (posto je f({0} x a;) C (—o0,¢)y);
slicno (¢, 00)y nije u Cgq — kontradikeija.

Skup X sadrzi gusto ureden podskup.

Dokaz Definifemo rastuéi niz skupova {A; | € N} elemenata skupa Y i niz intervala B;
sa:

Ao ={F(X)},
B, ={(a,b)y |a,b € A, U{—00,00}, (a,b)y N A4, =0}
Any1 = A, U{F(B)|B € Byn}.

Skup UneN Ay, je gust, jer se izmedu svaka dva elementa skupa A, nalazi element skupa
Any1. Posto svaki gust prebrojiv linearno ureden skup sadrzi izomorfnu kopiju od (@, <),
v. Primer 3.3.11, ovim je dokaz zavrsen. &

3.36 (Napomena: ovde racionalni brojevi igraju dvostruku ulogu — oni su istovremeno
vektori I elementi polja). a. Svaki vektorski prostor ima bazu (uz AC). O b. Neka je H
neki skup realnih brojeva kardinalnosti & < 2%°. Tada je
LH)={rigg+ - +ragn|n€N,r; EH q; €Q(F=1,...,n)}
kardinalnosti najvise |H||Q| = & < 2%°, dakle ne pokriva R. [ ¢. Sledeéi dokaz je,
u sustini, uobicajena konstrukcija baze datog vektorskog prostora. Posto konstruiSemo
jednu Hamelovu nazu, pokazaéemo kako da se od nje napravi 92" raglicitih baza. To Je
dovoljno, posto podskupova realnih brojeva ima ukupno 92"°  Konstruisaéemo familiju
(Aa, Ba,ra | @ je ordinal, o < 2%0) takvu da je za sve o < 2%0:
i. B CRiBa=L{rs|B8<a}),
ii. Ao =R\ Ba,i
ili. ro € Aa.
Ukoliko ovakva familija postoji, tada vazi ro &€ Ba, pa je Ba C Bs C R iskup vektora
H = {ro | a < 2%} je linearno nezavisan. Da bi osigurali da skup H bude baza, izaberemo
bijekciju f: R — 2% i uvek biramo ro € A4 tako da ordinal f(ra) bude minimalan.

Uzmimo Ao = R, Bo = Qi ro = 0. Pretpostavimo da su Ag, Bs i rg konstruisani
za sve 8 < a tako da zadovoljavaju uslove i.—iii. 1 da je a < 2%. Neka je By =
L{rs|B < a})i As = R\ Bs. Ocigledno je (kao u dokazu za b.) i |Ba| = |a|, a posto
je |Aa| +|Bal = 280 {mamo |As| = 2%0 za sve a < 2%9; izaberimo ro € As. Na osnovu
principa transfinitne indukcije, ovakva familija postoji. [ Za funkciju g:2% — {1,2}
definigimo Hy = {g(a) ra |a € 2%}, Posto su vektori rq i 2rs kolinearni, H, je Hamelova
baza. Na osnovu konstrukcije skupa H imamo 2r, # rg za sve a # . Osim toga,
ako je a takav da je g(la) = 11 f(a) = 2 imamo ro € Hy \ Hy. Dakle za f # ¢
skupovi Hy 1 Hy se razlikuju. [ d. Koristicemo oznake A —n = {& — n|z € A},
qA = {qz|x € A},i A’ = {z — [z]|» € A}. Neka je Hamelova baza H merljiv skup; tada
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je skup H, = H N[n,n+ 1) takode merljiv za sve n € Z. Pretpostavimo da H sadrzi

neki racionalan broj gz (ukoliko ovo nije ta¢no, zamenimo H skupom —H za neko r € H
r

— ovo je Hamelova baza mere m(H)/r). Skupovi H, —n i Hy, — m su disjunktni za sve

—n
qu =0,

m;énEZfinaéebizanekera,rgEHimalira—n:rg—mira—rg—l—

{ra,75,qm} bio bi linearno zavisan podskup od H. Neka je H = UneZ(H" — n).
Prlmetlmo da je H, —n C[0,1] za sve n € Z, dakle i H' C [0,1]. Otuda imamo:

m(H') =Y m(H,—n) = m(Hy,) = m(H).

Ukoliko je ¢ € Q \ {0}, s obzirom da je Lebegova mera translatorno invarijantna, skupovi

H i (H + q) su disjunktni i iste mere. Dakle, m(H’)= m(H)= m(H+q)= m(H+q)’, pa
([0,1]) > Z (H+4q) Z m(H),
9€Q q€Q

i prema tome je m(H) = 0. [0 Da bi dokazali da postoji Hamelova baza mere nula,
dovoljno je da dokazemo sledeée:

Postoji skup realnih brojeva H mere nula takav da je L(H) = R.

Neka je Hy Kantorov skup, to jest skup svih realnih brojeva u intervalu [0, 1] u &ijem
se ternarnom razvoju ne pojavljuje cifra 1. Dakle,

3n1

“om U U {31—1—1 31347:2

neN =1

(Slikovitije receno, Kantorov skup dobijamo tako $to iz intervala [0, 1] izbacimo sred-
nju treéinu, zatim iz svakog od preostala dva intervala [0,1/3] i [2/3,1] izbacimo srednju
tredinu, i tako u beskonacnost.) Skup H; je mere Hzozl 2/3 = 0. Neka je H> skup
svih realnih brojeva iz intervala [0, 1] u ¢ijem se zapisu ne pojavljuje cifra 2; ovaj skup
je takode mere nula. Za svaki r € [0,1] ternarni razvoj je r = Zl | @i 3’ Neka je
Si={i € N|a;=1}1 S5, ={i € N|i=2},; tada imamo r = Ziesl 1/3' + Zi652 2/3', i
r je linearna kombinacija jednog vektora iz skupa Hi i jednog vektora iz skupa H>. Pogto

je [0,1] C L(H; U Hz), lako se dobije da jei R C L(H; U Hz). Ovim je dokaz zavrsen. <

3.37 Kao u resenju zadatka 2.10 dokazemo da je f(qa) = qf(a) zasve ¢ € Qia € R.
Funkcija f~ = f | @Q je neprekidna i monotona na skupu @ koji je gust u R, dakle prosirenje
funkcije f~ na skup R koje je neprekidno (ili monotono) je jednoznaéno odredeno, i imamo
a. & b. & c. I Tvrdenja a. = d. i a. = e. su trivijalna. [J Uoc¢imo da iz sledeéeg
tvrdenja sledi =d. i1 —e.:

Za svaki b € R i svaki a € R postoji niz z; takav da je lim; oo 7 = b I limioo f(2i) = a.
Posto f zadovoljava Kogijevu osobinu, ovo je ekvivalentno sa:
Za svaki a € R postoji niz x; takav da je limi_ oo ©; = 0 i limi oo f(25) = a.

Pretpostavimo da vazi —b. Tada postoji niz tacaka x; i ¢,d € R takvi da je lim;5 o x; =
cilimi o f(zi) =d # f(c). Uzmimo y; = x; — ¢; tada je im; o0 ys = 01 limioo f(yi) =
d— f(c)# 0. Za svaki ¢ € (} imamo lim;_, o f(gqz:) = q(d— f(c)), a skup {q(d— f(c))|q €
Q} je gust u R. Ovim Je tvrdenje dokazano. &
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3.38 Posto je F' beskona¢no uredeno polje, ono sadrzi potpolje Qp izomorfno polju Q.
Dokazimo da se izomorfizam f7:Qr — ) moze prosiriti do izomorfnog utapanja.

Svaki a € F' je jednoznacéno odreden skupom F<o ={q € Qr|q < a}.

Dokaz Ako postoje a < b € I takvi da je Fey = Fcp, onda za sve n € N imamo
b—a< (1/n)rin-1/(b—a) < 1; kontradikcija.

Preslikavanje f: F' — R definiSemo sa f(a) =sup{q|qr € F<a}. &

Napomena Ovo znadi da je svako arhimedovsko polje oblika Q(S), gde je S neki skup
iracionalnih brojeva.

3.39 Primetimo prvo da za n € Z element a € S definisan sa: a, =1, a; =0zai#n
zadovoljava jedna¢inu € = ay; prema tome, S mozemo da (neformalno) posmatramo kao
skup beskonac¢nik redova oblika a_pe F 4+ A_k41 P g tajed o dane® 4. ...
a. Dokazaemo samo egzistenciju inverznog elementa za mnozenje; ostale osobine slede iz
¢injence da je S podalgebra algebre RZ i posledice 1.8.4. Neka je a € S; uvedimo oznaku
ko = min{n € 7 |a, # 0}. Svaki # € S mo#e da se predstavi kao @’ ¢**, gde je 2’ takav da
je kg = 0; dakle dovoljno je dokazati da svaki a takav da je k, = 0 ima inverzni element.
[J Neka je a takav da je k, = 0; dokazujemo da jednaéina a - b = 1 ima reSenje u S takvo
da je ky = 0. Ova jednacina je ekvivalentna sistemu:

n

) aobo = 1, aob1 +aiby =0, ey Zaibn—i =0 zan>0.

=0

Posto je, po pretpostavci, ag # 0, sistem (*) je ekvivalentan sistemu rekurentnih formula

bo = —1/ag, bn = 1/ag Z?zl aibp—i (za n > 0), i1 reSenje sistema je by = 1/ag, by =
—aibo/ag = al/ag, by = al/ag(aQ —a1), ... 0 b. Utapanje f: R — S je definisano sa
(f(x))o ==, (f(2))n =0zan # 0. O c. Posto je (uz kq definisano kao pod a.) ka, = kaks
i(ab),, = ak,br,, mnozenje je saglasno sa relacijom <; ostalo je trivijalno. &

3.40 a. Neka je F C G, F je gusto u G i vazi (*). Uzmimo a € G\ F; neka je
X ={z € Flz < a}. Skup F je gust u GG, pa postoji z € F takav da je a — e < z < a.
Posto je 2 4+ € > a skup X ima supremum u F'; oznacimo ga sa af. Ali af < a i osim toga
ne postoji © € F takav da je a < z < a — kontradikcija. [0 Neka je F' uredeno polje za
koje ne vazi (*), i neka je ¢ skup svih ograni¢enih poéetnih komada skupa F'. Na skupu G
definisemo operacije sa:

i X4+Y={z+ylzeX,yeY}

il. —X={y|Ve e Xy< —z};

ifi. Akoje 0" € Xi0" €Y, onda X - Y ={s]3zc € XTIy eVur,y>0Az < ay}; za
ostale slucajeve se mnozenje definise tako da se slaze sa unarnom operacijom “—”.

Uz prirodno definisane 09, 19 i <%, struktura G &ni uredeno polje u kom je skup
F gust. (G nazivamo Dedekindovim kompletiranjem polja F.) Posto u polju F ne vazi
(*) izaberimo pocetni segment X koji je ograni¢en i nema supremum u F; X odgovara
elementu skupa G koji nije u F. [0 b. Polje G iz a. je traZzeno polje, posto zadovoljava
uslov (¥) 1 F je gust u G. O ¢. Neka su G i G2 dva Scott—kompletna polja takva da
je skup F' gust u svakom od njih. DefiniSemo izomorfizam f:Gi — Gg sa f(a) = a (za
a € F)i F(supg, X)=supg, X. O

3.41 Pogledati napomenu posle resenja zadatka 2.11. &
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3.42 a. Primer je dat u zadatku 3.39. b. Neka je F dato polje, i neka je T' =
Th(F,a)ecr U{n -1 < b|n € N} (ovde je b novi konstantni simbol). Na osnovu Stava
kompaktnosti ova teorija ima model. Ovaj model je nearhimedovsko polje u koje je F

izomorfno uloZeno. &
3.45 a. Neka je zﬁ = cos kT” + ¢sin kT” Imamo:
2m+1 m m
2m+1 k k 2m41—Fk
2 1= H (x—22m+1) :(x—l)H(x—ZQmH)H(x—zQ:ZL )
k=0 k=1 k=1
m
:(x—l)H<x2—2xcos 2:1“1 —|—1) &
k=1
3.47 Primetimo prvo da je polinom ®,(z) uvek monican. Primetimo takode da
Jjeaz" —1 = Hd|n ®4(x), posto za svaki koren z jednacine z™ = 1 postoji jedinstven
d takav da je z primitivan koren jednacine z% = 1, 1 ovaj d deli n. [ Pretpostavimo

da je n najmanji k takav da polinom ®(x) nije sa celobrojnim koeficijentima. Imamo
z" —1=®,(z) H an Pa(z), dakle &, (z) = (2™ — 1)/(1_[ an ®a(x)), i polinom ®,(x) ima
d#n d#n

racionalne koeficijente. DokaZzimo sledeée tvrdenje:

Ako su P(x) = prpa™+ - 4po, Q(z) = quku 4 dqoiR(z) = 2" drp, ™ 4 g
polinomi takvi da je P(z) = Q(¢)R(z), P i R imaju celobrojne koeficijente, () racionalne
i R je moni¢an, onda i ) ima celobrojne koeficijente.

Dokaz Neka je ! najveéi broj takav da i ¢ Z. Tada je pigr, = Zi+j=l+kR qir; =

q -1+ ZH.j:H.kR ¢irj, 1 ovaj broj nije ceo kao zbir ¢isto racionalnog i celog broja —

il
kontradikcija.
Ako uzmemo " —1za P, ®n(x) za Qi [] ajn Pa(z) za R 1 iskoristimo tvrdenje, dokaz
d#n
Je zavrsen. &
3.48 Posto z = i nije redenje, jednacina se svodi na (uz oznaku zF iz prethodnog
reSenja):
( +.) =—1, pa]je +.=zik+1 (k=0,...,n—-1), i
z—1 z—1
. . . —(2k+1)
2 2 iz 2 M+l
z = = = =t ™ 1 k n
226 2255"’1 cos 2@%# cos 2’;# T ) 2n T < ¢

3.49 Svaki koren polinoma f mora biti parnog reda, dakle za neki polinom fi(z) koji
je strogo pozitivan i neke z; (i < n) imamo f(z) = H?zl(x — 2;)%i fi(2). Ukoliko je
fi(z) = ¢, uzmimo g(z) = \/Enzl:l (x — 2:)* i h(x) = 0. U protivhom je

filz) = cH(m —zi)(x — %) = cH(m — zi) H(m — %) = cH(m — zi) H (x — ).

=0 =0 7

% 1=0
Dakle, za neke realne polinome g () i hi (z) imamo

fi(w) = (g1(2) + iy (2)) (91 (2) — ik (2)) = gi (2) + hi (),
Iz ¢ega se dobija g(z) = H?zl(x — x,')k’gl (z)ih(z)= H?zl(x — x,')k’hl(x). &
Napomena Tvrdenje prethodnog zadatka je tacno i1 za polinome sa vise promenljivih.
Ovo pitanje je postavio D. Hilbert u svojoj ¢uvenoj listi problema, a E. Artin kasnije resio.
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INDEKS SIMBOLA

f:A—>B
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funkcija iz skupa A u skup B

skup vrednosti funkcije f; {f(z) |z € A}
skup svih funkcija iz skupa B u skup A
partitivni skup skupa X

komporzicija (proizvod) funkcija fig
skup pozitivnih prirodnih brojeva

skup pozitivnih racionalnih brojeva
skup nenegativnih racionalnih brojeva
skup pozitivnih realnih brojeva

skup nenegativnih realnih brojeva

m deli n

m ne deli n

funkcija ostatka po modulu n

prsten ostataka po modulu n

Najveéi zajednicki delilac za m 1 n
Najmanji zajednicki sadrzalac za m 1 n
algebra sa domenom A

metajednakost

skup promenljivih vo, v, ...

jezk L

skup simbola konstanti jezika L

skup operacijskih simbola jezika L
arnost (duzina) funkcijskog znaka F'
interpretacija simbola s u algebri (modelu) A
signatura algebre A

skup terama jezika L

slozenost terma u

slozenost formule ¢

vrednost terma u u algebri A za valuaciju «
relacija zadovoljenja (istinitosti)

algebra A zadovoljava algebarski zakon u = v
model A zadovoljava recenicu ¢;
recenica ¢ je tacna (istinita) u A
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M(T) algebarski varijetet algebarske teorije T

klasa modela teorije T
Lt Jjezik teorije T
Mon algebarski varijetet monoida
Gp algebarski varijetet grupa
Ab algebarski varijetet abelovih grupa
Pk algebarski varijetet komutativnih prstena
BA algebarski varijetet Bulovih algebri
Hom(A, B) skup homomorfizama iz algebre A u algebru B
~ O relacija izomorfizma izmedu algebri, modela
Aut(A) skup automorfizama algebre (modela) A
Aut(A) grupa automorfizama algebre (modela) A
End(A) skup endomorfizama algebre (modela) A
End(A) monoid endomorfizama algebre (modela) A
ACB A je podalgebra (podmodel, podstruktura) algebre B
h:A—>B h je homomorfizam iz algebre A u algebru B
ker(h) jezgro homomorfizma h
tA identicko preslikavanje domena A,

inkluziono preslikavanje iz A C Bu B
h(A), hA homomrfna slika algebre (strukture) A
AxB proizvod algebri A1 B
Hie] A; generalisani proizvod algebri A;, 1 € 1
{(X)a podalgebra algebre A generisana skupom X C A
X, F1 X restrikcija funkcije f na skup X
Aco skup svih skoro konstantnih valuacija domena A
| X| kardinalni broj skupa X
VAW dijagonala skupa A
~ relacija ekvivalencije; relacija kongruencije
af~ klasa ekvivalencije (klasa kongruencije) elementa a
A/~ koli¢énicka algebra algebre A
= kongruencija po modulu n
Relr, skup relacijskih znakova jezika L
Atp skup atomi¢nih formula jezika L
Fory, skup formula jezika L
Fv(e) skup slobodnih promenljivih formule ¢
a ime elementa a
LO teorija linearno uredenih skupova
PO teorija parcijalno uredenih skupova
ZF Zermelo-Fraenkelova teorija skupova
ZFC ZF teorija skupova zajedno sa Aksiomom izbora
ZF; teorija striktno konac¢nih skupova
PA Peanova aritmetika
FPA Formalna aritmetika
Az, y, z) Akermanova funkcija
o skup svih binarnih nizova
{z,y)x Kantorova funkcija nabrajanja
L, R projekcijske funkcije za Kantorovu funkciju

cy, (Z) binomni koeficijent



INDEKS SIMBOLA

Stirlingovi brojevi prve vrste
Stirlingovi brojevi druge vrste
modifikovani Stirlingovi brojevi 1. vrste
ceo deo od &

ceo deo “nagore” od x

operatori proizvoda i sumiranja
operator konac¢ne razlike

Bernulijevi brojevi

skup svih striktno konac¢nih skupova
kombinatorni univerzum

domen funkcije f

kodomen funkcije f

skup svih k-¢lanih podskupova od X
kona¢na verzija Remzijeve teoreme
skup svih Kosijevih racionalnih nizova
skup svih racionalnih nula nizova
korenska funkcija

imaginarna jedinica

realni deo kompleksnog broja z
imaginarni deo kompleksnog broja z
konjugacija kompleksnog broja z
cos(p) + 1sin(¢p)
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INDEKS POIMOVA

Abel (N. Abel), 40
Akerman (W. Ackermann), 63
Akermanova funkcija, 63
Aksioma izbora, 42
Aksioma regularnosti, 41
aksioma algebarska, 7
aksiome teorije l.reda, 39
aksiomatska, 46
algebarska operacija,

n—arna, 1

n-mesna, 1

binarna, 1

duzina, 1

izvedena operacija, 12

ternarna, 1

unarna, 1
algebarska struktura, 1
algebarska teorija, 7
algebarski varijetet, 7

netrivijalan, 20
algebarski zakon, 6

apsorpcije, 6

asocijacije, 6

Dedekindov, 6

idempotencije, 6

involucije, 6

jedini¢nog elementa, 6

komutacije, 6

modularni, 9

netrivijalan, 34
algebarski,

identitet, 6

varijetet, 7
algebra jezika L, 3
algebra, 1

dekompozibilna, 35

domen, 2

jezik, 3

koliénicka, 25

konstanta, 2

proizvod, 15

prosta, 28

sa operatorima, 53

signatura, 3

stepen, 15

trivijalna, 7
arhimedovsko uredenje,

za Q, 87

za R, 109
aritmetizacija, 68
arnost, 3
automorfizam, 10

Bul (G. Boole), 9
Bernuli (J. Bernoulli), 77
Bernulijevi brojevi, 77
Bilimovié¢ (A. Abilimovi¢), 56
Binomni koeficijenti, 69
bit, 90
bojenje skupa, 99
broj,
ceo, 80
iracionalan, 112
kompleksan, 117
argument, 119
imaginaran deo, 119
norma, 119
polarne koordinate, 119
realan deo, 118
realan, 102
brojevna baza, 88
binarna, 88
dekadna, 88
Fibonacijeva, 124
heksadecimalna, 90
oktalna, 90

seksagesimalna, 88
cifra, 90

Dedekind (R. Dedekind), 102
Dekart (R. Descarte-Cartesius), 20
proizvod skupova, 20
proizvod algebri, 34
stepen, 25
dijagonala, 26
dijagram,



INDEKS POJMOVA

komutativan, 11

modela, 51
distributivni zakoni, 9
domen,

funkcija, 95

kona¢ne kombinatorike, 95
dvosortna logika, 53

ekspanzija, 43
endomorfizam, 10
epimorfizam, 10

Fibona¢i (L. Fibonacci), 69
filotaksija, 69
Fon Nojman (J. von Neumann),
Fon Nojmanov model, 58
formula,

atomiéne, 38

jezika, 37

pozitivna, 54

univerzalna, 49

univerzalno-egzistencijalna, 49

univerzalno zatvorenje, 40
Frenkel (A. Fraenkel), 41
funkcija,

arnost, 3

duzina, 1

konveksna, 123

Gaus (F. Gauss), 118
Gausova ravan, 118
Gedel (K.Godel), 68, 78, 112
generator, 21
generatorski skup, 21
graf, 100

potpun, 100
grupa,

Abelova, 40

cikli¢na, 120

komutativna, 40
grupoid, 7

Harington (L. Harrington), 101
Hamelova baza, 126
Hilbert (D. Hilbert),
homomorfizam, 9
algebri, 9
jak, 44

78, 112

58

Jjezgro, 29

kanonski, 31

modela, 44

na, 10

unutradnji, 10
homomorfna slika, 10

ideal, 104
identifikacija modela, 45
identifikacija struktura, 44
ime elementa, 48
indeksi, 16
indukcija,

obi¢na, 75

potpuna, 75

regresivna, 123

sa dve hipoteze, 74
induktivno, 59
infiksna notacija, 38
infimum, 109
inkluziono preslikavanje, 14
interpretacija jezika 1. reda, 43
interpretacija, 3
izborni skup, 42
izomorfizam, 10

kanonsko preslikavanje, 28
Kantor (G. Cantor), 86, 102, 112
Kantorova funkcija,

nabrajanja, 66

projekcije, 64
kategori¢nost, 61
klasa ekvivalencije, 26
klasa kongruencije, 28
Knut (D. Knuth), 92
kod,

Gedelov, 67

ravnomerni, 91
kodirajuc¢a funkcija, 67
Koen (P. Cohen), 112
koli¢ni¢cka algebra, 25
kombinatorni univerzum, 95
kompleksna ravan, 118
kongruencija, 26

mreza, 30

po modulu n, 26

puna, 28
konstante, 40
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Kontinuum hipoteza, 112 Paris (J. Paris), 101
koordinate, 19 particije skupa, 27
koreni jedinice, 120 Peano (G. Peano), 56, 57, 78
primitivan, 120 Peanova aritmetika, 57
korenska funkcija, 113 formalna, 78
Kosi (A. L. Cauchy), 102 pitagorejska ravan, 102
funkcionalna jednacina, 126 podalgebra, 13
niz, 102 podskup,
Kurepa (D. Kurepa), 126 gust, 47
kvantor, homogen, 99
egzistencijalni, 38 kofinalan, 87
ogranicen, 42 koinicijalan, 87
univerzalni, 38 neogranicen, 121
polje,
lanac, 42 karakterisitke 0, 55
modela, 50 kompleksnih brojeva, 117
logicki veznici, podskupova, 43
znak disjuncije, 38 racionalnih brojeva, 83
znak ekvivalencije, 38 realnih brojeva, 102
znak implikacije, 38 uredeno, 46
znak konjunkcije, 38 prazna funkcija, 76
znak negacije, 38 prenos struktura, 44
Lukas (E. Lucas), 71 proizvod,
algebri, 15
matematicka istina, 45 direktan, 17
metajednakost, 38 skupova, 17
metapromenljiva, 4 uopsten, 17
model, 42 projekcija, 16
Fon Nojmanov, 58 promenljive, 4
Jezika, 42 prsten,
nestandardni, 79 celih brojeva, 80
teorije, 46 komutativni, 8
modularnost, 9 ostataka po modulu n, 2
moduli, 54 sa jedinicom, 8
monoid, 7
monomorfizam, 10 razbijanje skupa, 27
mreza kongruencija, 30 redukt modela, 43
mreza, regularno otvoren skup, 33
Dedekindova, 9 recenica jezika 1. reda, 39
distributivna, 9 rekurzija,
modularna, 9 dvojna, 123
obi¢na, 68
niz, potpuna, 69
Fibonacijev, 68 simultana, 123
Kosgijev, 102 tipa Fibonadijevog niza, 68
skoro konstantan, 102 rekurzivni, 59
nula niz, 102 relacija zadovoljenja, 45

numerali, 57 relacija,



INDEKS POJMOVA

binarna, 8

ekvivalencije, 25

inverzna, 26

kompozicija, 26

kongruencije, 28

proizvod, 26

refleksivna, 26

saglasna sa operacijama, 28

simetri¢na, 26

tranzitivna, 26

uredenje, 8
Remzi (F. P. Ramsey), 100, 101
restrikcija,

operacija, 13

preslikavanja, 14

Skot (D. Scott), 126
semantika 46,
denotacijska (skupovna), 53
semigrupa, 7
signatura algebre, 3
simbol,
funkcijski, 3
konstante, 3
operacijski, 3
relacijski, 37
Skolem (T. Skolem), 79
skup,
beskonac¢an, 97
definabilan, 79
konacan, 97
particija, 27
prebrojiv, 23
proizvod, 17
razbijanje, 27
striktno konacan, 95
tranzitivan, 95
stepen, 18
Stirling (J. Stirling), 71, 72, 73
Stirlingovi brojevi,
brojevi druge vrste, 71
brojevi prve vrste, 72
supremum, 109

teorija,
algebarska, 7
kompletna, 46
modela, 46

semanticki neprotivureéna, 46

sintaksno neprotivureéna, 46
Teorija,

Bulovih algebri, 9

grupa, 7

grupoida, 7

gustog linearnog uredenja, 40

komutativnih grupa, 8

komutativnih prstena, 8

linearnog uredenja, 40

monoida, 7

mreza, 8

parcijalnog uredenja, 40

polja, 40

semigrupa, 7

prstena, 8

prstena sa jedinicom, 8

uredenih polja, 40
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Zermelo-Fraenkelova teorija skupova, 41

term algebra, 34

term, 4
preslikavanje, 12
slozenost, 5
vrednost, 5

transverzala, 42

unija lanca modela, 50
uopsten direktan proizvod, 17
uopstene stepene funkcije, 62
uredenje,

dobro, 55

gusto, 79

linearno, 40

parcijalno, 42

Scott kompletno, 126

striktno, 54
utapanje, 10

valuacija domena, 5
vektorski prostor, 52

vrednost terma u algebri, 5

Zermelo (E. Zermelo), 41





